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MAKARA TAMAS

MAXIMUM ES MINIMUM
ARFOLYAMOK
IDOBELI ELOSZLASA

A cikkben olyan empirikus eredményeket mutatok be, amelyek a napon beliili leg-
magasabb és legalacsonyabb arfolyamok idébeli eloszlasat irjak le a Nasdaq 100
részvényindex napon beliili adatsora alapjan. Megvizsgalom, hogy ezek az eredmé-
nyek osszhangban vannak-e a részvényarfolyamok alakuldsat modellezé geometriai
Brown-mozgassal, ha a heteroszkedaszticitast is figyelembe vessziik. Egy érdekes kii-
lonbséget is leirok a legmagasabb és a legalacsonyabb arfolyamok eloszlasai kozott.

BEVEZETES

A pénziigyi szakirodalomban rengeteg
empirikus kutatas foglalkozott a pénziigyi
arfolyamsorokbol szamitott hozamok altal
kovetett sztochasztikus folyamatokkal és
az arfolyamok volatilitdsaval. Ez az iras az
arfolyam-alakulas egy eddig kevesebb fi-
gyelmet kapott jellemzdjével foglalkozik:
azzal, hogy mikor (hany orakor) éri el az
arfolyam a kereskedési nap legmagasabb,
illetve legalacsonyabb arfolyamat.

A cikk els6 részében a Nasdaq 100
részvényindex napi minimum és maxi-
mum arfolyamai idébeli eloszlasat be-
mutatd empirikus vizsgalatot ismertetem.
A tapasztalat azt mutatja, hogy a mini-
mum, illetve maximum arfolyamok id6be-
li eloszlasa U alaku hisztogrammal irhatd
le: joval gyakrabban fordul el6, hogy a na-

pi maximum, illetve minimum a kereske-
dési 1d6 elején vagy végén kovetkezik be,
mint az, hogy a kereskedési nap kdzepén.

A masodik részben azt vizsgalom,
hogy az empirikus tapasztalatok mennyi-
re vannak 6sszhangban az arfolyammoz-
gas Black—Scholes-féle modelljével, a
geometriai Brown-mozgassal. E c€lbol
Monte Carlo szimulaciot végeztem, mely-
nek eredménye azt mutatja, hogy a ha-
gyomanyos, konstans volatilitast feltéte-
lez6 geometriai Brown-mozgas esetében
is U alakt a napi minimum és maximum
arfolyamok iddbeli eloszlasat jellemzd
hisztogram. Emellett azonban jelentds
eltérés is mutatkozott az empirikus ered-
ményekhez képest: a Monte Carlo szi-
mulacid esetében joval kevésbé koncent-
ralodtak a minimum, illetve maximum ar-
folyamok id&pontjai a kereskedési id6
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elejére és végére, mint az empirikus ered-
meények esetében. Ez a kiilonbség azonban
eltlint, amikor a geometriai Brown-moz-
gas altalanositott, a volatilitas id6beli val-
tozasat is figyelembe vevé modellje alap-
jan végeztem Monte Carlo szimulaciot.

A cikk harmadik része az empirikus
eredmények azon sajatossagaival foglal-
kozik, amelyek nem magyarazhatdak a
hatékony piacot és a véletlen bolyongast
feltételez6 egyszerl modellek mellett. Az
empirikus eredmények azt mutatjak, hogy
lényegesen gyakrabban fordul el6, hogy a
napi maximum arfolyam id6ben el6bb
kovetkezik be a napi minimum arfolyam-
nal, mint forditva. Ezen aszimmetria ko-
vetkeztében megmutathatd, hogy egy na-
gyon egyszer( napon beliili kereskedési
stratégiaval a vizsgalt hatéves idGszakban
tartdsan jobb eredményt érhettek volna el
a befektet6k, mint a ,,vedd és iilj rajta”
stratégiaval. Ez egy potencialis anomalia,
amely els6 latasra ellentmond a piaci ha-
tékonysag hipotézisnek, ezért tovabbi ku-
tatast igényel.

EMPIRIKUS EREDMENYEK

A napi maximum €s minimum arfolya-
mok alakulasanak empirikus vizsgalatat a
Nasdaq 100 index 1997. 04. 07-t61 2003.
07. 11-ig tarté iddszakra vonatkozo arfo-
lyamadatai alapjan végeztem. A Nasdaq
100 index a 100 legnagyobb, tevékenysé-
gét tekintve nem a pénziigyi szféraba tar-
tozo, az amerikai t6zsdén kiviili piacon
jegyzett vallalat részvényeibdl képzett
kapitalizacio alapjan sulyozott t6zsdein-
dex. A nagy amerikai t6zsdeindexek ko-

ziil ez a legalkalmasabb a napon beliili ar-
folyam-alakulas vizsgéalatara, mert nem
tartalmaz tGzsdén jegyzett papirokat, és
likvid részvényekbdl all, amelyekben fo-
lyamatos a kereskedés. A t6zsdén jegyzett
papirokat tartalmazo indexek azért nem
megfeleléek a vizsgalatunk szempontja-
bol, mert a tézsdei papirok kereskedésé-
nek megnyitdsa a specialista rendszerben
gyakran elhuzodik, ezért a kereskedési
nap elején a tézsdén jegyzett papirok jo
része esetében nem a tényleges piaci arfo-
lyam szerepel a tézsdeindexben, hanem
az el6z6 napi zar6 arfolyam.

Az adott id6szakra rendelkezésre all a
Nasdaq 100 index nyitd, maximum, mini-
mum és zar6 arfolyama a kereskedési id§
30 perc hosszusagt intervallumaira.' Mi-
vel a kereskedési id6 hossza hat és fél ora
(9.30-t61 16.00-ig), minden kereskedési
naphoz 13 harmincperces intervallum tar-
tozik. Kihagyva a roviditett kereskedési
napokat és néhany hibas rekordot, dssze-
sen 1556 kereskedési nap adatai allnak
rendelkezésre.

Az I. dbra a Nasdaq 100 index alakula-
sat mutatja a vizsgalt hatéves idGszakban.
A vizsgalt iddszak els6 fele egy torténelmi
szemmel szinte példatlan bikapiac, az id6-
szak masodik fele egy rendkiviili medve-
piac.

A rendelkezésre allo adatokbdl altala-
ban egyértelmien eldonthet6, hogy az
adott kereskedési napon a maximum, il-
letve a minimum arfolyamok a kereske-
dési id6 melyik félorajaba estek. (Volt hat
nap, amikor ez nem volt egyértelmtien el-
donthet6, mert a napi maximum/mini-

1 Forras: Quote.com.
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A Nasdaq 100 index alakulasa
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2. abra
A napi maximum arfolyamok empirikus eloszlasa
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3. abra
A napi minimum arfolyamok empirikus eloszlasa
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1. tablazat
A minimum és maximum arfolyamok empirikus eloszlasa

Periodus Maximum Minimum
1 30.1 15.3
2 9.6 7.8
3 6.0 7.4
4 5.5 6.8
5 3.9 5.7
6 1.9 4.7
7 2.8 4.8
8 2.4 4.7
9 2.6 5.0
10 3.9 5.0
11 3.8 6.6
12 6.9 7.6
13 21.2 18.8

mum egynél tobb féloras id6szak maxi-  galatbol, hanem mindkét napon beliili
mum/minimum arfolyamaval esett egybe. ~ maximum/minimum arfolyamot figye-
Ezeket a napokat nem hagytam ki a vizs-  lembe vettem a gyakorisag vizsgalatanal.)
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A 2. abra azt mutatja, hogy a napi ma-
ximum arfolyamok az esetek hany szaza-
lékaban estek a kereskedési nap megfe-
lel6 félorajaba, a 3. dbrdan pedig azt ko-
vethetjiik nyomon, hogy a napi minimum
arfolyamok az esetek hany szazalékaban
estek a kereskedési id6 megfelel6 félora-
jéba. Az 1. tabldzat ezeket az adatokat nu-
merikusan mutatja be. Jol lathato, hogy a
napi szélséértékeket jellemzden a keres-
kedési id6 elején vagy a végén éri el az ar-
folyam, és csak ritkabban a kereskedési
id6 kozepén.

Hasonlo jellegii vizsgalatokkal nem ta-
lalkoztam a pénziigyi szakirodalomban,
de talaltam egy hasonl6 vizsgalatot Kauf-
man technikai elemzéssel foglalkozo
konyvében.* Kaufman kiilonboz6 futures
piacokat vizsgalt a 90-es évek els6 felé-
ben, és hasonld empirikus eredményekre
jutott (azaz a napi csticsok a kereskedési
id6 elején és végén koncentralodtak).
Kaufman tovabbi vizsgalat nélkiil feltéte-
lezte, hogy ez a profitabilis napon beliili
kereskedéshez felhasznalhato informacio.

A MINIMUM ES MAXIMUM ARFOLYAMOK
ELOSZLASA GEOMETRIAI
BROWN-MOZGAS ESETEN

A legtobb ember, akit kérdeztem, hozzam
hasonloan els@ pillantasra ugy vélte, hogy
az el6z8 részben bemutatott empirikus
eredmények nem férnek Ossze a geomet-
riai Brown-mozgast feltételez6 arfolyam-

2 Perry J. Kaufman, Trading Systems and Methods,
Wiley, 1998.

modellekkel.’ Intuitiv alapon gy véltem,
egy véletlen bolyongas esetében (ha nincs
jelent6s napon beliili trend), ugyanakkora
eséllyel esnek a napi csticspontok, illetve
mélypontok valamennyi intervallumba.
Intuiciomat ellenérizendé Monte Carlo
vizsgalatot végeztem, hogy megvizsgal-
jam a napi csucspontok és mélypontok
idGbeli eloszlasat a geometriai Brown-
mozgas mellett.

Az els6 kisérlet soran azt tételeztem
fel, hogy az arfolyam alakuldsa napon be-
lil az alabbi Ito folyamatot kdveti:

%-Uﬂ'-l-ﬂ'ﬁ,

ahol § a részvényarfolyamot, ¢ a volatili-
tast, z pedig egy Wiener-folyamatot jeldl.
Azzal a gyakori feltételezéssel éltem, hogy
ha napon beliil nulla driftet tételeziink fel,
nem jarunk nagyon messze az igazsagtol.

A Monte Carlo szimulaciot a kovetke-
z6képpen végeztem. Minden szimulalt
kereskedési nap 390 percnyi kereskedési
idejére 780, egymast 30 masodpercenként
kovet arfolyamot generaltam, majd meg-
hataroztam, hogy a kereskedés hanyadik
félorajaba esett a napi maximum, illetve a
napi minimum arfolyam. Osszesen 5000
kereskedési napot generaltam. A napi
maximumok és minimumok eloszlasat a
2. tablazat tartalmazza.

Az eredmény markansan U alaku hisz-
togram, amely viszonylag jol kozeliti a
napi mélypontok empirikus eloszlasat,
ugyanakkor 1ényegesen kevésbé koncent-

3 Lasd példaul: Szaz Janos, T6zsdei opcidk vételre
és eladasra, Tanszék Kft., 1999.
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A maximum és minimum arfolyamok szimulalt eloszlasa

(konstans volatilitast feltételezve)

Periodus Maximum Minimum
1 17.8 20.0
2 7.7 7.7
3 6.1 6.2
4 5.2 5.6
5 5.8 4.6
6 4.8 5.0
7 4.9 5.5
8 5.0 4.9
9 5.0 53

10 53 5.7
11 5.8 6.9
12 8.3 7.2
13 18.1 15.4
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2. tablazat

ralodik a kereskedési id6 elejére, mint a
napi maximumok empirikus eloszlasa.

A masodik kisérletben figyelembe vet-
tem, hogy a tapasztalat szerint napon
beliil az arfolyam volatilitisa nem kons-
tans. Itt a kovetkez6 modellel dolgoz-
tam: az i-edik féloras periodusban az
arfolyam alakulasat a kovetkezd Ito fo-
lyamat irja le:

%=M+ul,&,

ahol a A, skalarok periddusonként eltérnek.

A A, értékeket a Nasdaq 100 index em-
pirikus adataibol becsiiltem, gy normali-
zalva, hogy A értéke 1 legyen:

3 ik, -1,)
_ Finthy, —iy)

3

ahol n = 1556, a megfigyelt kereskedési
napok szama, /;; a j-edik kereskedési nap
i-edik félorajanak maximum arfolyama,
l; pedig a j-edik kereskedési nap i-edik
félorajanak minimum arfolyama. A be-
csiilt A; értékeket a 4. dbra mutatja. Jol
lathatd, hogy a volatilitds a nap elején
a legnagyobb, majd ebédidd végéig fo-
lyamatosan csokken, ezutan ismét ndve-
kedni kezd és a nap végéig folyamatosan
novekszik.

A masodik kisérletben a fenti feltevé-
sek alapjan szintén 5000 kereskedési nap
szimulalt arfolyam-alakulasat general-
tam. A 3. tdblazat a szimulalt maximum
és minimum arfolyamok eloszlasat fog-
lalja 0ssze.

A szimulalt eredmények ebben az eset-
ben a napi maximumok empirikus elosz-
lasahoz allnak kozel: a konstans volatili-
tassal szimulalt eredményekhez képest



4. dbra
A napon beliili volatilitast jellemzé A; értékek
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3. tablazat
A maximum és minimum arfolyamok szimulalt eloszlasa
(valtozé volatilitast feltételezve)

Peridodus Maximum Minimum
1 345 39.1
2 8.9 8.7
3 5.1 5.6
4 3.6 34
5 2.3 2.1
6 0.9 1.0
7 4.8 5.1
8 3.6 3.7
9 1.4 1.0

10 2.0 1.9
11 6.2 5.9
12 7.2 7.2
13 19.5 15.3




2004. HARMADIK EVFOLYAM 2. SZAM 89

tobbszor van szélséértek a nap elején, és
kevesebbszer a nap kdzepén.

A fenti eredmények nem azt igazoljak,
hogy az arfolyam-alakulas geometriai
Brown-mozgast kovet, mindossze annyit
allithatunk, hogy az a tény, hogy a napi
maximumok és minimumok iddbeli el-
oszlasa U alaku, nem zérja ki, hogy az ar-
folyam geometriai Brown-mozgés szerint
alakuljon. Ebbdl az is kovetkezik, hogy
O6nmagaban arra a tényre, hogy a napi ma-
ximumok és minimumok iddbeli eloszla-
sa U alaku, nem lehet nyereséges napon
beliili kereskedési stratégiat alapozni, hi-
szen ez egy nulla varhato értéki véletlen
bolyongés esetében is igaz.

EGY ERDEKES ANOMALIA

Az empirikus eloszlasok egyik feltling
jellegzetessége, hogy a napi maximumok
eloszlasa jelentGsen eltér a minimumok
eloszlasatol. A napi maximumok sokkal
nagyobb hanyada van a kereskedés ele-
jén, mint a minimumok esetében. Ez a je-
lenség teljesen konzisztensen, minden
egyes évben megfigyelhetd, fiiggetleniil
attol, hogy bikapiac vagy medvepiac volt.
A 4. tabldzat évekre bontva mutatja, hogy
a napi maximumok és minimumok hany
szazaléka esett az elsd, illetve az utolsd
kereskedési oraba. Minden évben megfi-
gyelhetd, hogy a napi maximumok na-

4. tablazat

A maximumok és minimumok gyakorisiga az els6 és az utolsé éraban

Els6 ora Utolsé ora Szélso orak

Max. Min. Max. Min. Max. Min.
1997 422 17.1 27.8 27.8 70.1 449
1998 357 19.0 31.7 28.2 67.5 47.2
1999 36.5 19.0 349 30.2 71.4 49.2
2000 40.1 24.2 28.6 26.6 68.7 50.8
2001 41.9 26.2 23.0 23.8 64.9 50.0
2002 44.0 31.7 23.8 23.0 67.9 54.8
2003 36.4 23.5 21.2 21.2 57.6 44.7

gyobb hanyada van az els6 6raban, mint a
napi minimumokeé, ugyanakkor az utolsd
oraba koriilbeliill ugyanakkora héanyada
esik a minimumoknak, mint a maximu-
moknak. A minimumok viszont sokkal
gyakrabban esnek a kereskedés kdzépsd
oraiba. Ez egy olyan jelenség, ami jelen-

tésen eltér a Monte Carlo-szimulacioban
tapasztaltaktol.

Mindez arra enged kovetkeztetni, hogy
a napi maximumok gyakrabban el&zik
meg idében a napi minimumot, mint ami-
lyen gyakran forditott a sorrend. Az 5. tab-
lazat azt mutatja, hogy milyen gyakran
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5. tablazat
Minimumok és maximumok
idébeli sorrendje

HL LH
1997 41.7 10.2
1998 333 13.9
1999 31.3 14.3
2000 29.0 10.7
2001 29.4 11.7
2002 23.0 10.7
2003 28.0 15.9

esett korabbi féloras periodusba a napi ma-
ximum, mint a minimum (az idérend HL),
¢és milyen gyakran esett korabbi periddus-
ba a minimum, mint a maximum (az id6-
rend LH). Akkor, amikor a napi minimum
ugyanabba a féloraba esik, mint a napi ma-
ximum, az idérend nem hatarozhaté meg.

Ez egy meglepd eredmény, amelyre
egyel6re semmilyen, a piaci hatékony-
saggal 0sszeférd magyarazatot nem isme-
rek. S6t, tigy tlinik, egy olyan anomalia-
rol van szo, amely felhasznalhatoé ugy,
hogy tobblethozamot lehet elérni a ,,vedd
és il rajta” stratégiahoz képest, anélkiil,
hogy nagyobb kockazatot kellene vallal-
ni. A 6. tablazat négy egyszerd, hipoteti-
kus stratégia hozamait mutatja az 1997-
tél 2003-ig terjedd teljes iddszakra, az
1997-t61 1999 végéig tartd bikapiac id6-
szakara, illetve a 2000-tSl 2003-ig tarto
medvepiaci id6szakra. A BH stratégia a
vedd és {ilj rajta stratégia, az O-C straté-
gia nyitastol zarasig birtokolja a tézsdein-
dexet (minden egyes nap nyitaskor vesz,
zaraskor elad), a C-O stratégia éppen el-
lenkezbleg, zaraskor vesz €s és a kovet-

6. tablazat

Kiilonboz6 stratégiak hozamai

BH | O-C| C-O| C-10
97-03 54 15 34 251
97-99 | 345 | 193 52 210
00-03 | -65 | —-61 | —12 13

kez6 napi nyitaskor ad el, végil a C-10
stratégia minden nap zaraskor vesz és a
kovetkez6 nap 10-kor ad el.

A C-10 stratégia elképeszté mértékben
jobb a ,,vedd és iilj rajta” stratégianal: mig
a,,vedd és iilj rajta” stratégiaval a befekte-
t6 54 szazalékkal novelhette a vagyonat a
vizsgalt teljes id6szakban, a C-10 straté-
giaval 251 szazalékkal. A kiilonbség els6-
sorban a medvepiaci teljesitménybdl fa-
kad: mig a bikapiacon a C-10 stratégia va-
lamivel rosszabb volt, mint a BH straté-
gia, a medvepiacon, amikor a BH stratégia
65 szazalékos vagyonvesztést eredménye-
zett, a C-10 stratégia nyereséges volt!

Ez az eredmény mindenképpen tovabbi
vizsgalatot érdemel, de semmiképpen
nem kell azt gondolni, hogy megtalaltuk
az azonnali meggazdagodéds forrasat.
Tobb ok is elképzelhetd, ami miatt nem
ismétlddik meg a C-10 stratégia feliiltelje-
sitése:

» A vizsgalt id6szak felét extrém medve-
piac tette ki, ami normal koriilmények
kozt nem jellemza.

* A fenti tdblazatban nem szdmoltunk a
tranzakcios koltségekkel. Ugyan ma
mar olyan olcson lehet kereskedni a
Nasdaq 100-ra vonatkozé derivati-
vokkal (QQQ, Nasdaq futures), hogy
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az a C-10 stratégia elényét nem
emésztené fel, de a C-10 stratégia na-
ponkénti kereskedési koltsége min-
denképpen csokkenti a BH stratégiaval
szembeni esetleges elényt. Az 1997—
2003 iddszak torténelmileg a legvola-
tilisabb idGszakok kdzé tartozik. Ha a
piaci volatilitas lecsokken, az oly mér-
tékben csokkentheti a stirdi keres-
kedéssel elérhetd elénydket, hogy azt
teljes egészében felemésztik a tranzak-
cios koltségek.

» A folyamatos intézményi valtozas, a

piac globalizalodasa és a technikai ala-
pon keresked6k alkalmazkodasa meg-
valtoztathatja a napon beliili aralakulas
jellemzdit.

Végezetiil elképzelhetd, hogy a Quote.
com altal rendelkezésre bocsatott ada-
tok nem teljesen megbizhatéak. Mie-
16tt a kereskedési stratégiak hozamai-
bol messzemend kovetkeztetéseket
vonnank le, indokoltnak tiinik szamita-
saim alternativ adatforrasok alapjan
valo ellendrzése.



