
2005. NEGYEDIK ÉVFOLYAM 2. SZÁM 73



HITELINTÉZETI SZEMLE74

PETRIMÁN ZITA–TULASSAY ZSOLT

BEPILLANTÁS
AZ ARCH MODELLEK VILÁGÁBA*

Jelen tanulmányban áttekintést adunk az ARCH modellek alapvetõ jellemzõirõl,
továbbá felvillantjuk, hogy miként használhatjuk fel az eredetileg a volatilitásra
megfogalmazott modellek alapötletét az alsóági kockázat kiszámításánál. A tárgya-
lás során bemutatjuk azokat az empirikus jelenségeket, amelyek az ARCH model-
lek megjelenését és elterjedését ösztönözték. A tanulmány aktualitását az adja,
hogy március végén hazánkban járt és a Collegium Budapestben tartott elõadást
Robert Engle, az ARCH modellcsalád Nobel-díjas megalkotója.

A HOZAMOK VISELKEDÉSE

A kutatókat régóta foglalkoztatja az a kér-
dés, hogy miként modellezhetõ a pénz-
ügyi eszközök árának mozgása. A külön-
bözõ termékek hozamainak vizsgálatakor
azt tapasztalták, hogy az empirikus elosz-
lás a normális eloszlásnál csúcsosabb
(vastag szélû) – azaz jóval gyakrabban
következnek be szélsõséges események,
mint ami a normális eloszlásból adódna.
Azt is észrevették, hogy a hozam volatili-
tása idõben tömörül: vannak olyan idõ-
szakok, amikor tartósan viszonylag kicsi
volatilitás jellemzi a piacot (az árfolyam-
ok alig változnak); míg amikor a piac fel-
bolydul (nagy árfolyamváltozások után),
jellemzõen magasabb volatilitású perió-
dus következik. Ezt a jelenséget nevezik
„volatility clustering”-nek.

A volatilitás tömörülését tükrözi az az
észrevétel is, miszerint számos esetben a
hozam modellezésekor kapott rezidu-
umok autokorrelálatlannak bizonyultak, a
reziduumok négyzete azonban már szig-
nifikáns autokorrelációt mutatott. Ez
utóbbi megfigyelésre alapozva alkotta
meg Robert Engle [4] 1982-ben a legelsõ
ARCH (autoregressive conditional
heteroskedasticity – autoregresszív fel-
tételes heteroszkedaszticitás) modellt,
amely képes volt a fenti empirikus jelen-
ségeket (az autokorrelált reziduum-
négyzeteket, az eloszlások csúcsosságát
és a volatilitás tömörülését) egyszerre
reprodukálni. Ezért a munkájáért (a hiva-
talos indoklás szerint az idõben változó
volatilitású gazdasági idõsorok elemzésé-
nek módszeréért) Engle 2003-ban meg-
osztott közgazdasági Nobel-díjat kapott.

* Letorálta: Darvas Zsolt, Budapesti Corvinus Egyetem, Matemetikai Közgazdaságtan és Gazdaságelemzõ Tanszék,
adjunktus.



2005. NEGYEDIK ÉVFOLYAM 2. SZÁM 75

EGY EGYSZERÛ ARCH MODELL

Egy ARCH modellt úgy tudunk felírni,
hogy az ökonometriai modellben nem az
eltérésváltozót tekintjük független azonos
eloszlású (FAE) véletlen hatásoknak, ha-
nem „mögéjük képzelünk” ηt FAE való-
színûségi változókat. Az ht-ket pedig va-
lamilyen, idõben változó ηt varianciával
szorozva kapjuk meg az εt eltérésváltozót.
A legegyszerûbb esetben:

(1)

(2)

(3)

Az (1) egyenlet a modellezendõ y vál-
tozó várható értékének modellje. Az eb-
ben szereplõ ε eltérésváltozót a (2) egyen-
let adja meg, ahol az ηt-k FAE valószínû-
ségi változók, nulla várható értékkel és
egységnyi szórással.1 A (2) egyenletbõl
látható, hogy a hozamra ható sokkok (az
εt-k) továbbra is függetlenek, de már nem
lesznek azonos eloszlásúak: noha mind-
egyikük várható értéke 0, de a feltételes
varianciájuk ht lesz, és ez idõben változik:

(4)

A (3) egyenletbõl az is kiolvasható,
hogy ha az elõzõ napi εt–1 hiba viszonylag
nagy volt, akkor az megnöveli a mai εt hi-
ba (feltételes) varianciáját. Vegyük észre,
hogy az elõzõ napi hiba elõjele nem befo-

lyásolja a mai hibát; a modellbõl mind-
össze annyi következik, hogy nagy válto-
zásokat nagy változások fognak követni
(„tömörül a volatilitás”). A feltétel nélkü-
li variancia azonban továbbra is állandó
marad:

(5)

A fent leírt modelleket ARCH model-
leknek nevezzük. Az elnevezés onnan
származik, hogy a (3) és (4) összefüggé-
sek alapján az εt feltételes varianciájának
a folyamatát elsõrendû autoregresszív fo-
lyamatként is felfoghatjuk:

(6)

ahol a wt-k független eltérésváltozók. Az
„ARCH-jelleg” tehát a variancia modelle-
zésében nyilvánul meg, a várható érték
(1)-ben szereplõ modelljétõl függetlenül
– ez utóbbi bármilyen lehet, amíg a belõ-
le kapott εt hibák autokorrelálatlanok.

Már ennél az egyszerû modellnél is lát-
ható, hogy a modell képes a volatilitás-
tömörülés jelenségének visszaadására, to-
vábbá a konstrukcióból adódóan a rezidu-
umok négyzetei (a feltételes varianciák) is
autokorrelálnak. Meggyõzõdhetünk arról
is, hogy az eloszlás kurtózisa a normális
eloszlás kurtózisánál nagyobb, a hozamok
hisztogramja a normálisnál csúcsosabb
eloszlást mutat. Mivel az ARCH modell
viszonylag egyszerû matematikai eszkö-
zök alkalmazásával reprodukálja az empi-
rikusan megfigyelt eloszlást, rendkívül el-

1 A ηt-t a gyakorlatban többnyire sztenderd normális
eloszlásúnak vagy t-eloszlásúnak feltételezik.
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terjedtté vált mind az irodalomban, mind
a gyakorlati alkalmazások során.

AZ ÁLTALÁNOS ARCH(q) ALAK

Az ARCH modell általános alakjában a ht

feltételes varianciára megadott autore-
gresszív folyamat q késleltetésû, ezt lát-
hatjuk a (9) egyenletben. A varianciafolya-
mat mellé bármilyen f (xt, θt) várhatóérték-
összefüggést felírhatunk a (7) egyenletben
(amíg a kapott εt hibák autokorrelálat-
lanok). Általánosan az yt várható értéke
adott xt változók θ paraméter szerinti
függvénye:

(7)

(8)

(9)

Az ηt-k most is FAE, nulla várható ér-
tékû, egységnyi szórású valószínûségi
változók. A (7)–(9) egyenletekkel felírt
ARCH(q) modellbõl az (1)–(3) egyenlet-
ben ismertetett ARCH(1) modellhez ha-
sonlóan levezethetõ, hogy az eltérésválto-
zó varianciája q-adrendû autoregresszív
folyamatot követ:

(10)

ahol a wt-k független eltérésváltozók. Az
ARCH(q) modellbõl az ARCH(1) felírás-
hoz hasonló tulajdonságok vezethetõk le
a modellezendõ yt változó eloszlását te-
kintve.

AZ ARCH MODELLEK BECSLÉSE

Az ARCH modellek építésének elsõ lépé-
se, hogy eldöntjük, mennyi késleltetést
veszünk figyelembe a feltételes variancia
felírásánál. Ehhez nyújt segítséget Engle
ARCH LM-tesztje: azt vizsgáljuk, hogy a
(10)-es modellben van-e ARCH hatás a
q-adik tagig, azaz becsüljük a (10) egyen-
let együtthatóit. A tesztstatisztika a becs-
lés során kapott mintaelemszám és a de-
terminációs együttható szorzata (T·R2),
ami nagy mintákra q szabadságfokú khi-
négyzet-eloszlást követ. A teszt nullhipo-
tézise, hogy a q-adik késleltetésig nincs
ARCH hatás.

A késleltetés meghatározása után ma-
ximum likelihood módszerrel becsülhet-
jük a modell paramétereit. Ehhez valami-
lyen feltételezéssel kell élnünk az ηt el-
oszlására vonatkozóan. Gyakori feltevés,
hogy ηt normális eloszlású – ez alapján
fel tudjuk írni a maximalizálandó likeli-
hood-függvényt:

(11)

A (11)-ben szereplõ függvényt (vagy
annak logaritmusát) a várhatóérték-egyen-
let paraméterei (θt) és a variancia-egyen-
let együtthatói (αi) szerint maximalizálva
megkapjuk az ARCH modell ökonomet-
riai becslését. Az ARCH modellek annyi-
ra elterjedtek a gyakorlatban, hogy a
becslési eljárás a legtöbb ökonometriai
idõsorelemzéshez tervezett szoftverben
megtalálható.
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TOVÁBBFEJLESZTÉSEK

Az empirikus alkalmazások azt bizonyítot-
ták, hogy az ARCH modell jól illeszkedik
az adatokhoz, ám ehhez sok késleltetést
kell figyelembe venni (a q értéke nagy
lesz), azaz egy adott idõszaki volatilitásnak
az elõzõ idõszakokbeli hozamok hosszú
sorozatától kell függnie. Ezt a kellemetlen-
séget küszöbölte ki Tim Bollerslev (aki
Engle tanítványa volt) a GARCH (általá-
nosított, Generalized ARCH) modellel [2],
ahol a mai volatilitás függ a tegnapi
volatilitásértéktõl is:

(12)

A (12) egyenletben felírt modellt
GARCH (p, q) modellnek nevezzük. Mi-
vel itt a mai volatilitás függ a tegnapi ho-
zamtól és volatilitástól, és a tegnanpi
volatilitás szintén visszavezethetõ azt meg-
elõzõ változókra, így implicite az összes
korábbi idõszaki sokk szerepet játszik a
mai volatilitás meghatározásában, azonban
a modellben csak néhány paramétert kell
szerepeltetni a jó illeszkedéshez. A gyakor-
latban a legtöbbet használt modell a
GARCH (1, 1), ami rendszerint már meg-
felelõen kiszûri az ARCH hatásokat.

Megszámolni is nehéz, hányféle
ARCH modell született 1982, az ARCH
modell megalkotása óta. Néhány példa
ezekre: IGARCH, ARCH-M, EGARCH,
NGARCH [3]. A számtalan modellválto-
zat indokolja, miért beszélünk általában
„ARCH modellek”-rõl.

AZ ARCH MODELLEK HASZNÁLATA

AZ ALSÓÁGI KOCKÁZAT KISZÁMÍTÁSÁNÁL

Az alsóági kockázat azt a kockázatot ra-
gadja meg, hogy a befektetõ portfóliójá-
nak értéke csökken. Ilyen alsóági kocká-
zatokat jelenít meg például a VaR (koc-
káztatott érték) vagy a CVaR (feltételes
kockáztatott érték), amelyek a portfólió
egy késõbbi idõpontbeli értékének elosz-
lásából számíthatók: a VaR az eloszlás
egy alacsony kvantilisét, a CVaR a VaR-
nál kisebb portfólióértékek várható érté-
két adja meg [9].

Az egyszerû ARCH/GARCH modell-
bõl a normális eloszlásnál csúcsosabb,
szimmetikus eloszlásokat kaptunk a hoza-
mokra. Ha azonban az eloszlás jobbra fer-
de (balra hosszan elnyúló), az a kockáza-
tunk szempontjából azt jelentheti, hogy az
eszköz értéke sokkal nagyobb valószínû-
séggel esik, mint amit egy hasonló szórá-
sú normális eloszlás jelentene. Ha tehát
olyan kockázati mérték szerint szeretnénk
kiszámítani a portfóliónk kockázatát,
amely az eloszlás alsó részére koncentrál
(pl. a VaR), akkor a kockázatunk na-
gyobb, ha az eszközeink eloszlása ferde.
A ferdeséget figyelembe vehetjük az
ARCH modellkereten belül is, a TARCH
(Threshold GARCH) elnevezésû modell
révén [10]. Annyiban kell módosítanunk a
korábbi elméletet, hogy az adott napi ho-
zam volatilitása még jobban megnõ, ha az
elõzõ napi hozam negatív volt: esés után
tehát még nagyobb a hozamok szóródása,
például:

(13)
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A (13) egyenletben a γ értékkel nõ meg
a késleltetett reziduum négyzetének α
együtthatója, ha a reziduum az elõzõ idõ-
szakban negatív volt.2 Tehát ha a várható
érték egyenletet úgy írjuk fel, hogy a ho-
zamot kizárólag az εt-vel modellezzük,
akkor a (13) egyenletben az εt–1 négyzeté-
nek együtthatója nagyobb, ha a hozamok
esnek. Ez azt jelenti, hogy negatív hoza-
mok esetén (ha az árfolyam esik) nagyobb
ingadozás várható a következõ idõszaki
hozamban, mint pozitív hozamok (emel-
kedõ piac) esetén. Az így felírt TARCH
modell képes a hozameloszlások megfi-
gyelt aszimmetriájának visszaadására is.3

Az alsóági kockázatok szempontjából
több eszköz esetén figyelembe kell ven-
nünk az eszközök együttmozgását is.
A pénzügyi piacokon megfigyelték, hogy
az árfolyamok esésekor a korrelációk sok-
kal nagyobbak, mint békés piaci periódu-
sok alatt. Ebbõl következik, hogy a diver-
zifikációs hatás, amit több eszköz tartásá-
val szerettünk volna elérni, megszûnik.
A kockázatunk ezért nagyobb, mint amit a
békés idõszakbeli korrelációk alapján el-
képzeltünk.

A korrelációk többféleképpen vonha-
tók be az ARCH elméletbe. Megtehetjük,
hogy külön modellezzük minden eszköz
korrelációját, figyelve arra, hogy az esz-
közök árának együttes csökkenésekor na-
gyobb legyen a korreláció. Ez az aszim-
metrikus dinamikus feltételes korrelációk
(asymmetric dynamic conditional corre-
lations) modellje [6]:

(14)

A Dt tartalmazza az eszközök idõben
változó volatilitását, míg az Rt a hozamok
korrelációs mátrixa. Ez a modell annyiban
különbözik Bollerslev több változóra felírt
GARCH modelljétõl [1], hogy az Rt korre-
lációs mátrix itt idõben változó. A korrelá-
ciós mátrix elemeit az egyes eszközpárok
esetén külön modellezhetjük, beépítve
azt, hogy az eszközök árának együttes
csökkenésekor (ha mindkét hozam nega-
tív) nagyobb legyen a korreláció.

Másik lehetõség, hogy az eszközök
együttmozgásának teljes rendszerét (a
kovariancia-mátrixot) írjuk le: a hoza-
mok kovariancia-mátrixa néhány f faktor
függvénye lesz (factor ARCH) [7]. Te-
kintsük például az alábbi modellt az rt

hozamokra:

(15)

(16)

(17)

amibõl (a faktorok és az eltérésváltozók
korrelálatlanságát feltételezve):

2 Az Iεt–1<0 olyan indikátorváltozó, amelynek értéke 1,

ha εt–1 negatív és 0, ha pozitív.
3 Az aszimmetrikus ARCH modellek egy további em-

pirikus jelenség, az ún. tõkeáttétel-hatás visszaadásá-
ra is képesek. Megfigyelték ugyanis, hogy a rész-
vényárfolyam és az árfolyam volatilitása negatívan
korrelál – hagyományosan ezt azzal magyarázták,
hogy ha a vállalat részvényeinek árfolyama csökken,
akkor nõ a tõkeáttétel, így a részvény kockázatosabbá
válik. A vizsgálatok azonban azt mutatták, hogy a
volatilitás jobban nõ, mint amit ez a magyarázat indo-
kol. A „hiányzó” volatilitás azonban jól modellezhetõ
aszimmetrikus ARCH modellekkel.
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(18)

A hozamokat mozgató faktorok hatá-
rozzák meg tehát a hozamok volatilitását
és a korrelációkat. Ilyen modellt nagyon
könnyen el tudunk képzelni:

(19)

(20)

a CAPM esetén a hozam σi
2 szórásnégy-

zete megegyezik a piaci hozam σM
2 szó-

rásnégyzetének konstansszorosa (ez a
konstans a béta négyzete) és a σe

2 egyedi
kockázat összegével (19). Az eszközök
közötti σij kovarianciák arányosak a piac
szórásnégyzetével (20). Egyetlen faktor
mozgásával (ami itt a piaci hozam) le tud-
tuk írni a hozamok kovariancia-mátrixát.

További kérdés, hogy miként állítsuk
össze a portfóliónkat, ha változnak a kor-
relációk. Vajon a hosszú távú volatili-
tással és korrelációval számoljunk-e vagy
az éppen aktuális (feltételes) értékekkel?

Az elõbbi stratégiával túl magas súlyt ál-
lapíthatunk meg azoknak az eszközöknek,
amelyeknek éppen alacsony a szórásuk,
míg az utóbbi esetén állandóan módosíta-
nunk kell a portfóliónkat. Engle [5] javas-
lata, hogy az elõbbi módszer dinamikus
változatát kövessük: alacsonyabb volatili-
tás esetén kevesebbet fektessünk be an-
nál, mint amit a szórás sugall, de idõnként
vizsgáljuk felül a portfóliónkat.

ZÁRSZÓ

A fenti kérdésekrõl: az ARCH alapmodell-
rõl, az empirikus eredményekrõl, a to-
vábbfejlesztésekrõl és az alsóági kockáza-
tokhoz kapcsolódó közelmúltban született
eredményekrõl beszélt Robert Engle a
Collegium Budapest vendégeként 2005.
március 23-án. A tervek szerint a 2003. évi
közgazdasági Nobel-díjas kutató elõadá-
sához kapcsolódó tanulmányt hamarosan
olvashatják a Hitelintézeti Szemlében.
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