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PETRIMAN ZITA—TULASSAY ZSOLT

BEPILLANTAS
AZ ARCH MODELLEK VILAGABA®

Jelen tanulmanyban attekintést adunk az ARCH modellek alapvetd jellemzdirél,
tovabba felvillantjuk, hogy miként hasznalhatjuk fel az eredetileg a volatilitasra
megfogalmazott modellek alapdtletét az alsoagi kockazat kiszamitasanal. A targya-
las soran bemutatjuk azokat az empirikus jelenségeket, amelyek az ARCH model-
lek megjelenését és elterjedését osztonozték. A tanulmany aktualitisat az adja,
hogy marcius végén hazankban jart és a Collegium Budapestben tartott elcadast
Robert Engle, az ARCH modellcsalad Nobel-dijas megalkotdja.

A HOZAMOK VISELKEDESE

A kutatokat régota foglalkoztatja az a kér-
dés, hogy miként modellezhet6 a pénz-
tigyi eszkozok aranak mozgasa. A kiilon-
boz6 termékek hozamainak vizsgélatakor
azt tapasztaltak, hogy az empirikus elosz-
las a normalis eloszlasnal csucsosabb
(vastag sz@li) — azaz joval gyakrabban
kovetkeznek be szélsGséges események,
mint ami a normalis eloszlasbol adodna.
Azt is észrevették, hogy a hozam volatili-
tasa idoben tomoril: vannak olyan id6-
szakok, amikor tartésan viszonylag kicsi
volatilitas jellemzi a piacot (az arfolyam-
ok alig valtoznak); mig amikor a piac fel-
bolydul (nagy arfolyamvaltozasok utan),
jellemz&en magasabb volatilitasu perid-
dus kovetkezik. Ezt a jelenséget nevezik
., volatility clustering "-nek.

A volatilitds tomoriilését tikrozi az az
észrevétel is, miszerint szamos esetben a
hozam modellezésekor kapott rezidu-
umok autokorrelalatlannak bizonyultak, a
reziduumok négyzete azonban mar szig-
nifikdns autokorreldciét mutatott. Ez
utobbi megfigyelésre alapozva alkotta
meg Robert Engle [4] 1982-ben a legelsd
ARCH (autoregressive conditional
heteroskedasticity — autoregressziv fel-
tételes heteroszkedaszticitas) modellt,
amely képes volt a fenti empirikus jelen-
ségeket (az autokorrelalt reziduum-
négyzeteket, az eloszldsok csticsossagat
és a volatilitds tomoriilését) egyszerre
reprodukalni. Ezért a munkajaért (a hiva-
talos indoklas szerint az id6ben valtozo
volatilitasu gazdasagi id6sorok elemzésé-
nek modszeréért) Engle 2003-ban meg-
osztott kozgazdasagi Nobel-dijat kapott.

*  Letoralta: Darvas Zsolt, Budapesti Corvinus Egyetem, Matemetikai K6zgazdasagtan és Gazdasagelemz6 Tanszék,

adjunktus.
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EGY EGYSZERU ARCH MODELL

Egy ARCH modellt ugy tudunk felirni,
hogy az 6konometriai modellben nem az
eltérésvaltozot tekintjiik fiiggetlen azonos
eloszlasu (FAE) véletlen hatasoknak, ha-
nem ,,mogéjiik képzeliink™ n, FAE valo-
szinliségi valtozokat. Az h-ket pedig va-
lamilyen, id6ben valtozé 1, variancidval
szorozva kapjuk meg az ¢, eltérésvaltozot.
A legegyszerlibb esetben:

,}I'. - 4 H'1 (1)
8 =R @)
h=0, e, 3)

Az (1) egyenlet a modellezendd y val-
tozo varhat6 értékének modellje. Az eb-
ben szerepld € eltérésvaltozot a (2) egyen-
let adja meg, ahol az n,-k FAE valoszind-
ségi valtozok, nulla varhato értékkel és
egységnyi szorassal.! A (2) egyenletbdl
lathato, hogy a hozamra hat6 sokkok (az
£-k) tovabbra is fiiggetlenek, de mar nem
lesznek azonos eloszlasuak: noha mind-
egyikiik varhato értéke 0, de a feltételes
variancidjuk 4, lesz, és ez id6ben valtozik:

Var(2)=E.{e)=F R )}=h

A (3) egyenletbdl az is kiolvashato,
hogy ha az el6z6 napi €, hiba viszonylag
nagy volt, akkor az megndveli a mai &, hi-
ba (feltételes) variancidjat. Vegylik észre,
hogy az el6z6 napi hiba eldjele nem befo-

1 A n-t a gyakorlatban tobbnyire sztenderd normalis
eloszlastnak vagy t-eloszlasinak feltételezik.

lyasolja a mai hibat; a modellbdl mind-
Ossze annyi kovetkezik, hogy nagy valto-
zasokat nagy valtozasok fognak kdvetni
(,,tomoriil a volatilitas™). A feltétel nélkii-
li variancia azonban tovabbra is allando
marad:

w(z,)=1—f-n-' )

A fent leirt modelleket ARCH model-
leknek nevezziikk. Az elnevezés onnan
szarmazik, hogy a (3) és (4) Osszefliggé-
sek alapjan az ¢, feltételes variancidjanak
a folyamatat els6renddi autoregressziv fo-
lyamatként is felfoghatjuk:

E )=t +arg), , amer

B =@, +@E! +w,

(6)

ahol a w-k fliggetlen eltérésvaltozok. Az
,,ARCH-jelleg” tehat a variancia modelle-
zésében nyilvanul meg, a varhatd érték
(1)-ben szereplé modelljétd] fiiggetleniil
— ez utobbi barmilyen lehet, amig a beld-
le kapott &, hibak autokorrelalatlanok.
Mar ennél az egyszerti modellnél is lat-
hat6, hogy a modell képes a volatilitas-
tomoriilés jelenségének visszaadasara, to-
vabba a konstrukciobol adodoan a rezidu-
umok négyzetei (a feltételes varianciak) is
autokorrelalnak. Meggy6zddhetiink arrol
is, hogy az eloszlas kurtdzisa a normalis
eloszlas kurtozisanal nagyobb, a hozamok
hisztogramja a normalisndl csucsosabb
eloszlast mutat. Mivel az ARCH modell
viszonylag egyszerli matematikai eszkd-
z0k alkalmazasaval reprodukalja az empi-
rikusan megfigyelt eloszlast, rendkiviil el-
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terjedtté valt mind az irodalomban, mind
a gyakorlati alkalmazasok soran.

Az ALTALANOS ARCH(q) ALAK

Az ARCH modell altalanos alakjaban a #,
feltételes variancidara megadott autore-
gressziv folyamat ¢ késleltetést, ezt lat-
hatjuk a (9) egyenletben. A varianciafolya-
mat mellé barmilyen f'(x,, 8, varhatoérték-
Osszefiiggést felirhatunk a (7) egyenletben
(amig a kapott & hibak autokorrelélat-
lanok). Altaldnosan az y, varhato értéke
adott x, valtozok 6 paraméter szerinti
fiiggvénye:

.""'a -f{xﬂal]-]-ﬂu (7)
g =n4h )
A= +ag, +.trE ©)

Az n-k most is FAE, nulla varhatd ér-
tékt, egységnyi szorasu valdsziniségi
valtozok. A (7)—(9) egyenletekkel felirt
ARCH(g) modellbdl az (1)—(3) egyenlet-
ben ismertetett ARCH(1) modellhez ha-
sonloan levezethetd, hogy az eltérésvalto-
z0 variancidja g-adrendli autoregressziv
folyamatot kovet:

=0 +08, tutaE +#  (10)
ahol a w/k fliggetlen eltérésvaltozok. Az
ARCH(g) modellbdl az ARCH(1) feliras-
hoz hasonld tulajdonsagok vezethetSk le
a modellezendd y, valtozo eloszlasat te-
kintve.

Az ARCH MODELLEK BECSLESE

Az ARCH modellek épitésének elsé 1épé-
se, hogy eldontjiik, mennyi késleltetést
vesziink figyelembe a feltételes variancia
felirasanal. Ehhez nyujt segitséget Engle
ARCH LM-tesztje: azt vizsgaljuk, hogy a
(10)-es modellben van-e ARCH hatas a
g-adik tagig, azaz becsiiljiik a (10) egyen-
let egyiitthatoit. A tesztstatisztika a becs-
1és soran kapott mintaelemszam és a de-
termindcids egylitthatd szorzata (7-R>),
ami nagy mintakra ¢ szabadsagfoku khi-
négyzet-eloszlast kovet. A teszt nullhipo-
tézise, hogy a g-adik késleltetésig nincs
ARCH hatas.

A késleltetés meghatarozasa utan ma-
ximum likelihood moddszerrel becsiilhet-
jik a modell paramétereit. Ehhez valami-
lyen feltételezéssel kell élniink az 7, el-
oszlasara vonatkozdan. Gyakori feltevés,
hogy 1, normalis eloszlasi — ez alapjan
fel tudjuk irni a maximalizalando likeli-
hood-fiiggvényt:

f(l'.ll,u ,ln‘p"llﬂf]-
1 .!'.!_'E&E

2,

A (11)-ben szerepld fiiggvényt (vagy
annak logaritmusat) a varhatéérték-egyen-
let paraméterei (6,) és a variancia-egyen-
let egyiitthatoi (¢;) szerint maximalizalva
megkapjuk az ARCH modell 6konomet-
riai becslését. Az ARCH modellek annyi-
ra elterjedtek a gyakorlatban, hogy a
becslési eljaras a legtobb Okonometriai

idGsorelemzéshez tervezett szoftverben
megtalalhato.

(11)
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TOVABBFEJLESZTESEK

Az empirikus alkalmazasok azt bizonyitot-
tak, hogy az ARCH modell jol illeszkedik
az adatokhoz, am ehhez sok késleltetést
kell figyelembe venni (a g értéke nagy
lesz), azaz egy adott idGszaki volatilitasnak
az el6z6 iddszakokbeli hozamok hosszi
sorozatatol kell fliggnie. Ezt a kellemetlen-
séget kiiszobolte ki Tim Bollerslev (aki
Engle tanitvanya volt) a GARCH (altala-
nositott, Generalized ARCH) modellel 2],
ahol a mai volatilitds fiigg a tegnapi
volatilitasértéktol is:

harapsag s
DA bt BR (12)

A (12) egyenletben felirt modellt
GARCH (p, g) modellnek nevezziik. Mi-
vel itt a mai volatilitas fiigg a tegnapi ho-
zamtol és volatilitastol, €s a tegnanpi
volatilitas szintén visszavezethet$ azt meg-
el6z6 valtozokra, igy implicite az Osszes
korabbi idGszaki sokk szerepet jatszik a
mai volatilitds meghatarozasaban, azonban
a modellben csak néhany paramétert kell
szerepeltetni a jo illeszkedéshez. A gyakor-
latban a legtobbet hasznalt modell a
GARCH (1, 1), ami rendszerint mar meg-
felelGen kiszliri az ARCH hatasokat.

Megszamolni is nehéz, hanyféle
ARCH modell sziiletett 1982, az ARCH
modell megalkotasa ota. Néhany példa
ezekre: IGARCH, ARCH-M, EGARCH,
NGARCH [3]. A szamtalan modellvalto-
zat indokolja, miért besz€liink altalaban
,,ARCH modellek”-r6.

Az ARCH MODELLEK HASZNALATA
AZ ALSOAGI KOCKAZAT KISZAMITASANAL

Az alsbagi kockézat azt a kockazatot ra-
nak értéke csokken. Ilyen alsoagi kocka-
zatokat jelenit meg példaul a VaR (koc-
kaztatott érték) vagy a CVaR (feltételes
kockaztatott érték), amelyek a portfolio
egy késdbbi id6pontbeli értékének elosz-
lasabol szamithatok: a VaR az eloszlas
egy alacsony kvantilisét, a CVaR a VaR-
nal kisebb portfolidértékek varhatod érté-
két adja meg [9].

Az egyszeri ARCH/GARCH modell-
b6l a normalis eloszlasnal csticsosabb,
szimmetikus eloszlasokat kaptunk a hoza-
mokra. Ha azonban az eloszlas jobbra fer-
de (balra hosszan elnyuld), az a kockaza-
tunk szempontjabol azt jelentheti, hogy az
eszkoz értéke sokkal nagyobb valoszint-
séggel esik, mint amit egy hasonl6 szora-
st normalis eloszlas jelentene. Ha tehat
olyan kockazati mérték szerint szeretnénk
kiszamitani a portfolionk kockazatat,
amely az eloszlas also részére koncentral
(pl. a VaR), akkor a kockazatunk na-
gyobb, ha az eszkozeink eloszlasa ferde.
A ferdeséget figyelembe vehetjiik az
ARCH modellkereten beliil is, a TARCH
(Threshold GARCH) elnevezésti modell
révén [10]. Annyiban kell modositanunk a
korabbi elméletet, hogy az adott napi ho-
zam volatilitasa még jobban megnd, ha az
el6z6 napi hozam negativ volt: esés utan
tehat még nagyobb a hozamok szérddasa,
peldaul:

k=a o+l +8, (13
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A (13) egyenletben a y értekkel n6 meg
a késleltetett reziduum négyzetének o
egylitthatdja, ha a reziduum az el6z6 id6-
szakban negativ volt.* Tehat ha a varhato
érték egyenletet ugy irjuk fel, hogy a ho-
zamot kizarolag az &-vel modellezziik,
akkor a (13) egyenletben az g, | négyzeté-
nek egyiitthatdja nagyobb, ha a hozamok
esnek. Ez azt jelenti, hogy negativ hoza-
mok esetén (ha az arfolyam esik) nagyobb
ingadozas varhaté a kovetkezd idGszaki
hozamban, mint pozitiv hozamok (emel-
kedd piac) esetén. Az igy felirt TARCH
modell képes a hozameloszlasok megfi-
gyelt aszimmetridjanak visszaadasara is.’

Az als6agi kockazatok szempontjabol
tobb eszkdz esetén figyelembe kell ven-
niink az eszkozok egyiittmozgasat is.
A pénziigyi piacokon megfigyelték, hogy
az arfolyamok esésekor a korrelaciok sok-
kal nagyobbak, mint békés piaci periddu-
sok alatt. Ebb6l kovetkezik, hogy a diver-
zifikacios hatas, amit tobb eszk6z tartasa-
val szerettiink volna elérni, megsziinik.
A kockazatunk ezért nagyobb, mint amit a
békés idGszakbeli korrelaciok alapjan el-
képzeltiink.

2 Az Ie, <0 olyan indikatorvéltozo, amelynek értéke 1,
ha g,_; negativ és 0, ha pozitiv.

3 Az aszimmetrikus ARCH modellek egy tovabbi em-
pirikus jelenség, az n. tékedttétel-hatds visszaadasa-
ra is képesek. Megfigyelték ugyanis, hogy a rész-
vényarfolyam és az arfolyam volatilitasa negativan
korrelal — hagyomanyosan ezt azzal magyaraztak,
hogy ha a véllalat részvényeinek arfolyama csokken,
akkor nd a tékeattétel, igy a részvény kockazatosabba
valik. A vizsgalatok azonban azt mutattdk, hogy a
volatilitas jobban n6, mint amit ez a magyarazat indo-
kol. A ,hidnyzo” volatilitis azonban j01 modellezhetd
aszimmetrikus ARCH modellekkel.

A korrelaciok tobbféleképpen vonha-
tok be az ARCH elméletbe. Megtehetjiik,
hogy kiilon modellezziik minden eszkoz
kozok aranak egyiittes csokkenésekor na-
gyobb legyen a korrelacio. Ez az aszim-
metrikus dinamikus feltételes korrelaciok
(asymmetric dynamic conditional corre-
lations) modellje [6]:

H,=DRD, (14)

A D, tartalmazza az eszkozok idGben
valtozo volatilitasat, mig az R, a hozamok
korrelacios matrixa. Ez a modell annyiban
kiilonbozik Bollerslev tobb valtozora felirt
GARCH modelljétdl [1], hogy az R, korre-
lacios matrix itt id6ben valtozo. A korrela-
cids matrix elemeit az egyes eszkdzparok
esetén kiillon modellezhetjiik, beépitve
azt, hogy az eszkozok aranak egyiittes
csokkenésekor (ha mindkét hozam nega-
tiv) nagyobb legyen a korrelacio.

Masik lehetdség, hogy az eszkdzok
egyiittmozgasanak teljes rendszerét (a
kovariancia-matrixot) irjuk le: a hoza-
mok kovariancia-matrixa néhany f faktor
fiiggvénye lesz (factor ARCH) [7]. Te-
kintsiik példaul az alabbi modellt az r,
hozamokra:

f=Bf +e, (15)
Vag, (£)=0, (16)
var ()=, (17)

amibdl (a faktorok és az eltérésvaltozok
korrelalatlansagat feltételezve):
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Yag, ()= 30,8+ D, (18)

A hozamokat mozgato faktorok hata-
rozzak meg tehat a hozamok volatilitasat
¢és a korrelaciokat. Ilyen modellt nagyon
konnyen el tudunk képzelni:

o} = fig} + (19)
a,=BBo! (20)

a CAPM esetén a hozam o7 szorasnégy-
zete megegyezik a piaci hozam o,/ szo-
rasnégyzetének konstansszorosa (ez a
konstans a béta négyzete) és a ¢,” egyedi
kockazat osszegével (19). Az eszk6zok
kozotti o, kovariancidk aranyosak a piac
szorasnégyzetével (20). Egyetlen faktor
mozgasaval (ami itt a piaci hozam) le tud-
tuk irni a hozamok kovariancia-matrixat.

Tovabbi kérdés, hogy miként allitsuk
0ssze a portfolionkat, ha valtoznak a kor-
relaciok. Vajon a hossza tava volatili-
tassal és korrelacioval szamoljunk-e vagy
az éppen aktualis (feltételes) értékekkel?
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