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ALEXANDER F. BOOGERT — GAAL SZABOLCS

ELEKTROMOS ENERGIA OPCIOK
ARAZASA

Cikkiink célja kettds: egyrészt az elektromos energia piacok (kiilonos tekintettel a
holland piacra) lényegesebb sajatossagainak bemutatasa, masrészt egy ugro diffi-
zi6s modellen alapuld opcidarazé algoritmus ismertetése. A spot arfolyamot ugré
diffaziés Markov folyamattal modellezziik, ahol az ugrasok nagysaganak eloszla-
sat dupla exponencialis siiriiségfiiggvény adja meg. Levezetjiik az drazashoz hasz-
nalt parcialis integro-differencialegyenletet, amelyet Fourier-féle sorfejtés médsze-
rével oldunk meg. Eljarast adunk a folyamat paramétereinek becslésére is.

BEVEZETES

E fejezetben rovid betekintést adunk az
arampiaci libearalizacio folyamataba és a
spot elektromos energia arfolyamok el-
méletébe (tovabbiakban spot arfolyam).
Elsének a deregularizacios folyamatot is-
mertetjiik, kiilon figyelmet szentelve a
holland piaci liberalizacionak és az egy-
napos forward arfolyamok (day-ahead
forward prices) megallapitasa modjanak.
Ezutan azt targyaljuk, hogy miért kiilon-
bozik az energiaderivativok modellezése
egyéb pénziigyi derivativok modellezésé-
t6l. Végiill a holland spot piacrol vett
konkrét példakon keresztiil réviden is-
mertetjiik a spot arfolyamok f6bb ismér-
veit: a szezonalitast, a nagy ugrasokat és
az atlaghoz vald visszahlizast (mean
reversion) .

= Az elektromos energia piacok dere-
gularizacioja

Az elektromos energia piacokat vilag-
szerte liberalizaljak: legel6szor Chilében
(1982) ¢és Uj-Zélandon (1987) majd
Nagy-Britanniaban (1990) ¢és Norvégia-
ban (1991). A 96/12-es unids direktivaban
[EP97] az Eurdpai Unid megfogalmazta a
piaci liberalizacio sziikségességét. A di-
rektiva szerint a piacokat 1999-re, 2000-
re és 2003-ra liberalizalni kell azon fo-
gyasztok részére, amelyek éves energia
sziikséglete rendre meghaladja a 40, 20 és
9 GWh-t. Ezzel 6sszhangban egy unids
iranyelv [EPO1] a teljes piaci liberalizaci-
ot teszi sziikségessé 2005-re. A Hollandia
szamara fontos orszagok koziil Németor-
szag a tervezett menetrend szerint teljesi-
ti ezeket az elvarasokat, mig Franciaor-



2003. MASODIK EVFOLYAM 2. SZAM 43

szag késlekedik az implementacioval.
A deregularizacié orszagrol-orszagra kii-
16nb6z6 moddon torténik, amelyet nagy-
részt a tulajdonosi struktiarak kiilonbozo-
sége magyaraz. A kormanyzat az elektro-
mos energia eldallitast liberalizalja, mig
az (orszagos) gerincvezeték allami tulaj-
donban marad: példaul Hollandidban a
gerincvezeték az allam altal birtokolt
TenneT tulajdonaban van. A halozat ki-
sebb részei azonban lehetnek magantulaj-
donban: erre példak a holland Nuon és
Essent kozmiivallalatok. A utobbi tulajdo-
naban vannak egyebek mellett az észak-
brabanti és limburgi halozat kisebb részei.
A vertikalisan integralt Essent Hollandia-
ban specialis piaci pozicidoban van: az
energia-eldallitasban, -tovabbitasban, —
nagy- ¢és kiskereskedelemben is aktiv pia-
ci szerepld.

A holland piaci liberalizacié harom
fazisban zajlik. Az els6 fazisban 1999-ben
a nagyfogyasztok (un. phase-one fogyasz-

tok) részesiiltek a liberalizacio elonyeibdl.
Oket kovették 2002-ben a kozepes nagy-
sagl (Gn. phase-two) fogyasztok, mig a
haztartasok jelenleg csak akkor valaszt-
hatnak szabadon a szallitok koziil, ha
kornyezetkiméld modon eldallitott elekt-
romos energiara térnek at. 2004-ben a hol-
land piacot teljesen liberalizaljak. A hol-
land piaci liberalizacio {6 célja az energia
aranak csokkentése: a hattérben az az el-
gondolas allt, hogy a szabadpiacon az
aram el6allitasa hatékonyabban torténik és
igy a végfogyasztd szamara olcsobb lesz
az elektromos energia. A liberalizacio
eredményét a 3. abran szemléltetjiik. A li-
beralizacié eredményeként az elektromos
energiaval mint aruval egyre nagyobb vo-
lumenben kereskednek. A kovetkezokben
megmagyarazzuk, hogy miért nem alkal-
mazhatdk valtozatlan formdban azok a
technikak, amelyeket az egyéb arukra ér-
vényes szarmazékos termékek arazasara
fejlesztettek ki.

1. abra

APX keresleti és kinalati gorbék, 2003. 1. 17, 14 6ra
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= Spot arfolyam

Hollandidban a ,,spot” kereskedés az
Amszterdami Aramtézsdén (Amsterdam
Power Exchange, APX) zajlik, amely egy-
napos forward piac. Az egyszerliség ked-
véért az APX-en jegyzett, egynapos for-
ward arfolyamokat a tovabbiakban ,,spot
arfolyamnak™ nevezziik. A spot arfolya-
mokat a TenneT hatarozza meg, miutan az
er6miivektél megkapta a masnapra vonat-
kozd eladasi ajanlati arakat, igy a TenneT
végzi a kereslet és kinalat 6sszehangola-
sat. Ehhez nyujtanak segitséget a keresle-
ti-kinalati gorbék. (1. abra.) Lathato, hogy
példankban az egyensulyi arfolyam 28,28
euro/MWh-s szintnél alakul ki.

Kinalati oldalon beszélhetiink alap-
(base load) kozép- (shoulder) és csucster-
helésrél (peak load). Az alapterhelést ki-
szolgalo erdmiivek altalaban egész nap
tizemelnek, mig a csucsterhelést kiszolga-
16k csak a ,csticsorakban” (peak hours)
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vagy akkor, ha mas erémiivi egységek
meghibasodnak.

Keresleti oldalon figyelemre méltd a
keresleti gorbe hosszl, vizszintes szaka-
sza. A nagy arrugalmassag miatt a kereslet
még viszonylag kis arvaltozasok esetén is
1200 MWh-r6l 3200 MWh-ra néhet. Ezt
azzal magyarazhatjuk, hogy a holland erd-
miivek nagyrészt gaztiizelésiek, igy ha a
spot arfolyam csokken, az er6mi kénnyen
besziintetheti az energia elGallitasat. Az
spot arak mellett természetesen a szezon-
alitas is meghatarozza a keresletet: a napi
id6jaras szerepe dontd lehet.

Az elektromos energia azért kiilonbo-
zik a tobbi aruto6l, mivel kis mennyiségben
csak koriilményesen (példaul 6lomakku-
mulatorok), nagy mennyiségben pedig
egyaltalan nem lehet tarolni. Ennek az a
kovetkezménye, hogy a kereslet minden
pillanatban egyensiilyban van kinalat-
tal. Ha mégsem, az nagy aringadozasokat
és esetenként tobb szaz szazalékos arugra-

2. abra
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sokat okozhat. Ha ehhez még hozzavesz-
sziik a szezonalitast, konnyen belathatjuk,
hogy a spot arfolyam modellezése igen
nehéz. Az opcidk arazasa ezért problémas,
hiszen a hagyomanyos arbitrazs alapu ara-
zas a mogottes termék tarolhatosagan ala-
pul. Erre a kovetkez6kben a mértékcsere
targyaldsanal még visszatériink.

= A spot arfolyamok jellemzéi

A spot arfolyam esetén megfigyelhet-
jik az atlaghoz vald visszahuzast egy, a
termelési koltségeket kissé meghalado at-
lagos arszint felé. A (hossza tava) atlag a
kereslet-kinalat egyensulyaként alakul ki:
magasabb arak esetén 1j termeldk [épnek
a piacra, amely az arakat leszoritja, mig
alacsonyabb arak esetén termeldk hagy-
jék el a piacot, amely a kinalat csokkené-
sén keresztiil az arakat noveli.

A hossza tavi hatdsokon kiviil a rovid
tavl hatasok (példaul szokatlanul meleg
id6 vagy erémiivek meghibasodasa) sze-
repe is jelentSs: ezek nagy arugrasokat
okoznak. Ezek az APX alakuldsan is meg-
figyelhetdk.

A 2. abrén a liberalizacid hatasat is
megfigyelhetjiik. 2000. VIIL. 1-jétdl 2001.
I. 1-jéig a piac allamilag szabalyozott
volt. 2001. 1. 1-jét6] azonban a liberaliza-
cié jol lathatéan az arak csokkenését és
a volatilitas n6vekedését eredményezte.
(A grafikon az APX napi 16:00 oras ér-
tékeit abrazolja.) Azt is lathatjuk, hogy a
piac 2001-ben és 2002-ben eltéré modon
viselkedett: ez a piaci szerepl6k tanulasi
folyamatat tiikr6zi.

A tovabbiakban megprobalunk a spot
arfolyamon alapulé europai opcidkra

olyan értékelési algoritmust kidolgozni,
amely az atlaghoz vald visszahuzast és az
arugrasok jelenségét is modellezi. Model-
lezni kivanjuk az elektromos energia ta-
rolhatatlansagat is, amikor a kockazat-
mentes mértéket meghatarozzuk. Ennek
megfelelen cikkiink felépitése a kovet-
kez6. A masodik fejezetben a spot ar-
folyam matematikai modelljeit, mig a
harmadik fejezetben a sztochasztikus dif-
ferencialszamitas szabalyait foglaljuk
Ossze. A negyedik fejezetben az ugré dif-
fuzids modellt targyaljuk. Az 6todik feje-
zetben kidolgozunk egy szemianalitikus
modszert, amely segitségével az opcio-
araz6 parabolikus parcialis integro-differ-
encal egyenlet (tovabbiakban PIDE) meg-
oldhato. Az utolsd fejezetben eljarast
adunk a paraméterek becslésére, és ezzel
az objektiv P mérték meghatarozasara.
Cikkiinket néhany numerikus eredmény-
nyel és az dsszefoglalassal zarjuk.

A SPOT ARFOLYAMMODELLEK
ATTEKINTESE

Ebben a fejezetben rovid attekintést
adunk az irodalomban talalhato spot arfo-
lyam modellekr6l. Elsének a pusztan dif-
fuzids tagot tartalmazé modellekrdl ej-
tiink szot, majd ratériink a Poisson-féle
ugrasokat is tartalmazé modellek részle-
tes ismertetésére. A harmadik alpontban
szOt ejtiink a rezsimvaltasos (regime
switching) modellrél, majd a fejezetet a
nem konstans volatilitast tartalmaz6 mo-
dellek rovid ismertetésével zarjuk.

A fejezet bevezetésiil szolgal az expo-
nencialis Poisson mértéket hasznalo, ere-
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A legfels6 kép az APX base load-ot mutatja 2002-ben. A masodik a 2002. aprilisi base load-ot abrazolja. A kovetke-
z6 a 2002. IV. 15-2002. IV. 21. kozdtti arakat, mig az utolsé az arak eloszlasat mutatja.
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detileg [KouO1] altal részvényderivativok
arazasara kifejlesztett matematikai mo-
dell targyalasahoz.

= Diffiziés modellek

Tekintsiik a részvényarfolyamok mo-
dellezésébdl jol ismert, Geometriai Brown
Mozgést (GBM):

dS(t) = uS(t)dt + oS (t)dW (t) (1)

ahol m valamint s a driftet és volatilitast
meghatarozé allandok, W a Brown-moz-
gast jeldli, S lognormalis eloszlast kovet :
a variancia az id6 linearis fliggvénye. Mi-
vel a spot piacon a korlatos varianciat és
az arak hosszua tavl atlag koriili ingadoza-
sat figyelhetjiik meg, igy ez a modell nem
alkalmas a spot arfolyamok leirasara.

A fenti problémakat kiiszoboli ki a Geo-
metriai Mean Reversion (GMR) modell
[Schw 97]:

dS(t) =[x — InS()IS(t)dt + oS M)AW ()  (2)

ahol k allando, a a hosszu tavu atlag loga-
ritmusa, s a volatilitas.

A GBM és a GMR lognormalis arel-
oszlast implikal, amelynek koszonheten
az arak nem negativak maradnak. A fenti-
eken kiviil az irodalomban talalhatok
olyan modellek, melyek normalis arelosz-
last tételeznek fel. Az altalanos GMR mo-
dell a kovetkez&képpen irhato fel:

dS(t) = xfor — S(t)]dt + oS (t)"dW (t) (3)

ahol 3@ a hosszil tava atlag, g pedig a
volatilitas arfliggését irja le. Ha g = 0 ak-
kor az Ornstein-Uhlenbeck modellt kap-

juk:
dS(t) = k& — S(t)]dt + odW (t)

(4)

Ha g = 1 akkor az arak tovabbra is
nem-negativak, de a volatilitas az ar li-
nearis fliggvénye [DelB00]:

dS(t) = k[ - S@dt + oS OAW ()  (5)

[DelB00] szerint ez a modell sokkal job-
ban leirja a spot arakat, mint (1), (2). Ezt
az allitasat a kaliforniai, spanyol és auszt-
ral piacokrol gytjtott empirikus areloszla-
sok vizsgalataval igazolta.

Ha g =1/2, akkor a rovid tava kamat-
modellek elméletébdl ismerds Cox-Inger-
soll-Ross (CIR) modellre jutunk:

dS(t) = x[@ - S(O)]dt+o/SEOAW (L)  (6)

= Poisson-ugrasokat tartalmazé mo-
dellek

A fenti modellek Poisson-féle ugrasok-
kal kib6vithetk. Ezek az ugrasok model-
lezhetik példaul az egyes erdmiivi meghi-
basodasok gyakorisagat és a spot arfo-
lyamra gyakorolt hatasukat. Az ugrasok a
spot arfolyamok rovid tavu viselkedésé-
ben jatszanak nagyobb szerepet, a hossza
tavh viselkedésben az atlaghoz valo visz-
szahuzas érvényesiil. Erre a kovetkezte-
tésre jut [Barz99] is, aki azonban azt is
megjegyzi, hogy az ugro tag nélkiilli GMR
az arfolyamokat a hosszu tavu atlag kor-
nyezetében jobban modellezi. Kdvetke-
zésképpen, az ugrasok a ,vastag farok”
jelenségét magyarazzak.

Cikkiinkben az Gsszetett Poisson folya-
mattal (compound Poisson process) fogunk
dolgozni. Igen sok véletlenszert folyamat-
ra igaz, hogy az inkrementumok egymastol
fiiggetlenek és stacionerek. Ezeket a folya-
matokat az irodalom Lévy-folyamatokként
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ismeri, L. [Bert96]. A Lévy-folyamatok

fontos jellemzGje, hogy a egyértelmiien

eldallithatok a kovetkezd folyamatok se-
gitségével (L. Lévy-Hincsin formula,

[Bert96]):

* driftet is tartalmazo Brown-mozgas;

+ egységugrasnal nagyobbat ugrd dssze-
tett Poisson folyamat;

» csak ugrasokat tartalmazd martingal,
ahol az ugrasok egységnél kisebbek.
Altaldban elmondhat6, hogy a Brown

mozgas a ,,folytonos zajt” irja le, mig a

Poisson-féle ugrasok a ,,nagyobb szaka-

déasokat” modellezik. Az els6 ugré diffu-

zi6s modellt [Mert76] alkotta, aki azt fel-
tételezte, hogy az ugrasok nagysagai nor-
malis eloszlast kovetnek. [Kou 01] ezzel
szemben azzal a feltevéssel ¢l, hogy az
ugrasnagysag valoszintiségi valtozoja Gin.
kettés exponencialis eloszlast (double
exponential) kovet. Ezzel az asszimetri-
kus hozamok és a volatilitas-mosoly is jol
modellezhetdk. Ugrasi folyamatokat nem
csak a részvényarfolyamok, hanem a for-
ward gorbék [Glas03] és kotvények
[Bjor97] modellezésére is hasznalnak.

=> Rezsimvaltas (regime switching)

Ez a modell sok tekintetben hasonlit a
Poisson-féle ugras modellre. A modell fel-
tevése szerint, hogy a folyamat kiilénb6z6
diszkrét ,,alapallapotokat” vehet fel. A két-
allapotl rezsim-valtd modell megkiilon-
boztet egy ,,abnormalis allapotot” (a magas
arak leirasara) valamint egy normal allapo-
tot (az alacsony arak leirasara) és a két re-
zsim kozti atmenetet modellezi. Ezt a mo-
dellt hasznalja példaul [Hami 90],
[Deng99] és [Khol01]. A rezsimvaltdé mo-

dell elénye, hogy a két rezsimben két, tel-
jesen kiilonb6z6 formulaval irhatjuk le a
folyamatot. A rezsimvaltasok segitségével
az alap- €s a csucsterhelés is modellezhetd.

= Egyéb modellek

A fent emlitett hdrom modellen kiviil
az irodalomban szamtalan egyéb modellt
talalhatunk. Fontos osztalyt képviselnek
az 1d6fiiggd volatilitassal dolgozo model-
lek. [Dupi94] az id6fliggd volatilitast tn.
volatilitas-feliiletek segitségével modelle-
zi. Sokkal népszer(ibb [Hest93] modellje,
aki a volatilitast is sztochasztikus folya-
matként irja le és a kovetkezd, csatolt
sztochasztikus differencidlegyenlet-rend-
szert allitja fel a mogottes termékre €s an-
nak volatilitasara:

dS(t) = uS(t)dt + VOSEOAW ()  (7)
dv(t) = k[0 - v(B)]dt + o V(L) AW 2 (t) (8)

Ennek a modellnek a tovabbfejlesztése ta-
lalhato [Carr03]-ban, aki a sztochasztikus
volatilitast id6valtassal [time change] mo-
dellezi.

Az affin diffaziés modell ugrasokkal
kiegészitve a sztochasztikus és determi-
nisztikus volatilitds modellek altalanosi-
tasara szolgal. Ebben a modellben a drift,
a kovariancia matrix valamint az ugrasok
nagysaga linedris paraméterek. Altalaban
egy modell affin X-ben, ha 4 = ¢;(1)+
c,(Y)X teljesil c,, c, allandokra. Az affin
modellek elméletében gyakran idézett
munka [Duff00] Az ugrasokkal kiegészi-
tett diffuzios modell segitségével multi-
faktor modellek is felallithatok: [Deng99]
példaul egy kétfaktoros modellt ir le, két
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kiilonboz6 ugrasi folyamattal, mig [Pilo
98] a hosszu tavu atlag id6fiiggését mo-
dellezi. Az utobbi modell hatranya, hogy
rendkiviil hosszu idGsort igényel. Végeze-
til megemlitenénk [LewiO1] cikkét, aki
tobb ugras-eloszlast (pl. variancia-gam-
ma, Normal Inverz- Gauss, altalanositott
hiperbolikus eloszlasok, stb) is targyal.

= Modellvalasztas

Cikkiinkben olyan modellt ismertetiink,
amely az arugrasokat, ,,tiiskéket” is jol le-
irja. Az elmondottakbdl kovetkezden erre
a célra harom modell felel meg: az arfilig-
g6 volatilitassal dolgozd, az ugré diffuzios
¢s a rezsimvalté modell. Igaz, hogy az ar-
fiiggd volatilitas a ,,tiiskéket” jol leirja, de
nem produkal nagy szakadasokat, ame-
lyek a piacon néha megfigyelhetéek. Erre
csak az ugro diffuzids és a rezsimvaltd
modell képes. Az implementalasra rendel-
kezésre all6 1d6 korlatos volta miatt az ug-
r6 difftziéos modell mellett dontottiink.
Modelliinkben feltessziik, hogy a volatil-
itas allando, az ugrasok nagysaganak az
eloszlasat az analitikusan jol targyalhato
dupla exponencialis modellel irjuk le. Az
irodalomban ezt a modellt [Kou01]
exotikus opciok (példaul barrier, illetve
lookback opcid) analitikus képlettel torté-
nd értékelésére is hasznaljak. Mint emli-
tettiik, az exponencialis modellel az elosz-
lasok aszimmetridja is leirhato.

SZTOCHASZTIKUS KALKULUS

A pénziigyi matematikaban fontos szere-
pet jatszik az It6-formula. Az Itd-formula

segitségével felallithatjuk azt a sztochasz-
tikus differencialegyenletet, amelyet egy
X(?) véletlenszer(i folyamatnak ki kell elé-
gitenie. Ebben a fejezetben az ItO-formu-
la egy viszonylag egy konnyen kovethetd
magaban foglalja a Poisson-féle ugraso-
kat is. A sztochasztikus folyamatok elmé-
letében fontos szerepet jatszanak a mart-
ingalok. Durvan fogalmazva egy folya-
mat akkor martingdl, ha a jovéértékének
varhat6 értéke megegyezik a folyamat ma
felvett értékével, azaz a sztochasztikus
differencialban a df tag egyiitthatdja nulla
(1. alabb).

= It -formula a Poisson folyamatokra

1. tétel Tegyiik fel, hogy X(1) kielégiti a
kévetkezo sztochasztikus differencial-
egyenletet (SDE):

dX (1) = u(X (1), )dt + 6 (X (0),1)dW (1) + AN (D) (9)

ahol m és s adaptalt fiiggvények, W(t) a
Brown mozgast, N(t) azt a Poisson folya-
matot jeloli, amelyet intenzitasa 1és ahol
az ugrasnagysag suriségfiiggvénye g(-).
Ha f[X (1), t] folytonos, és léteznek a meg-
feleld parcialis derivaltjai, akkor f[X (1), t]
kielegiti a kovetkezé SDE-t:

df (X (t),t) = df (X (t),) + df, (X(t),t) (10)

ahol
of of 1 ,09°%f
df (X)) =| —+u—+—0>—|dt
RO = S i T30 o [
+aa—de(t) (1)
oX
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df; (X (t).t) =U Fx y)g(y)dy -
- (12)
- f(x)]dN(t)

(12) egyenletben f (x, y) valamint f (x_) a
fiiggvényértékek rendre az ugras el6tt és
utan.

A tétel bizonyitdsa megtalalhato
[Iked81]-ben, mig [Ethe02]-ben egy ke-
vésbé preciz, jobban kovethetd ,,bizonyi-
tast” taldlunk. Mi a kovetkezokben egy
példan, a Doleans-Dade formulan mutat-
juk be a sztochasztikus differencialszami-
tast Poisson-ugrasokra.

= Példa: a Doleans-Dade-folyamat

Feladatunk annak ellendrzése, hogy a
Doleans-Dade-folyamat valoban martin-
gal. Példankat részben [Ethe02]-bdl vet-
tikk. Tegyiik fel, hogy Z(#) kielégiti a ko-
vetkezd SDE-t:

dZ(t) = A(L—e")dt + dN (1) (13)

ahol N(f) azt a Poisson folyamatot jeloli,
amelynek intenzitasa 1, az ugrasnagysaga
rogzitett, n. Legyen L(Z(1), t) = €, amely-
16l belatjuk, hogy martingal.

Az Ttb-formula szerint L(Z(%), t) szto-
chasztikus differencialja a kdvetkez6 lesz:

dL(Z(t),t) = dL, (Z(t),) +dL,(Z@).1) (14)

Tekintsiik a folyamat folytonos (va-
gyis a Poisson-ugrasok nélkiili) részét.
Legyen m = 1(l-e”), valamint s = 0
amelybdl kdvetkezik, hogy

dL, (Z(t),t) = A(L—e")L(Z (1), t)clt (15)

azaz (11)-ben 0 =0, u=A(1—¢").

Ha ugras kovetkezik be, a folyamat al-
tal felvett érték Z(f)-r6l Z(f)+n-re valto-
zik. Esetiinkben g(-) Dirac-delta: d(y-n)
¢és a nem-folytonos (azaz ugrast tartalma-
z0) tag megvaltozasa a kdvetkezd lesz:

dL, (Z(t),t) = [dL@Ez @) +v.t) - (16)
—dL(Z(t).t) IN(t)

Vegyiik észre, hogy
LZ@t)+v,t)=e*0" =e"L(Z(t),t)  (17)
azaz

dL(Z(),1) = L(Z(1),t)(A—e")[Adt —dN ()] =
LEZ@ME -DAME)  (18)

ahol a kovetkezd jelolést vezettiik be:
dM(t) = dN(fy-Ht. Meg lehet mutatni,
hogy ez az un. kompenzalt Poisson-folya-
mat martingal, azaz (18) driftmentes, va-
gyis L(Z(?), t) szintén martingal.

UGRO DIFFUZIOS MODELL

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a spot
arfolyamot leird modellt, és az ugras-
nagysag valoszintiségi valtozdjanak stirt-
ségfliggvényét, amely szimmetrikus ex-
ponencialis eloszlast kovet. A modell
elézményei [KouO1]-ben talalhatok meg.
Levezetjiik az arazasra hasznalt parabo-
likus integro-differencial-egyenletet, a
megfelel§ kezdeti feltétellel.
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= Specifikacié

Modelliinkben az ugrasok egységnyi
1d§ alatti szdma Poisson-eloszlast kovetd
valoszintiségi valtozo, mig az ugrasok
nagysagat egy ett6l fiiggetlen valoszini-
ségi valtozd modellezi. Az elsé ugro dif-
fizidés modellekben [Mert76] az ugras-
nagysag valoszinliségi valtozdja normalis
eloszlast kovet. Mi ezzel szemben azt téte-
lezziik fel, hogy az arak logaritmusaiban
1év6 ugrasok dupla exponencialis eloszlast
kovetnek: ez az eloszlas tapasztalatok sze-
rint jol leirja az ugrasi folyamatot, az ink-
rementumok fiiggetlenek, valamint a sza-
mitas jelentGsen leegyszertisodik.

Ha az ugrasok Poisson-eloszlas szerint 1
frekvenciaval érkeznek, akkor annak a va-
16szinlisége, hogy dt id6 alatt pontosan
egyetlen ugras torténik, IDro(D?), az egy-
nél tobb ugras valdszintisége pedig o(D?).

Modellezziik az arak alakulasat a ko-
vetkez6 SDE-vel:

NT
”fsi: k(e —InS,)dt +ouW, +d Y (v, -1) (19)
=1

t

ahol k, a és s konstansok, N, a a frekven-
cidgju Poisson-folyamat, mig {V.} egy
olyan valdszintiségi valtozo, hogy Y= log
V' dupla exponencialis eloszlast kovet, az
alabbi siirtiségfliggvénnyel:

fe(y)=pne™ L. +ane™ L, (20)
Tekintve, hogy a valdszintiségi valtozo-
nak véges varhat6 értéke van, igy 1,>1 és
1n,>0 [lasd példaul (22)]. Ha feltessziik,
hogy p>0 valamint ¢>0, akkor a p és g pa-
ramétereket tekinthetjiik a felfelé illetve a
lefelé val6 ugras valdszintiségeinek. Leel-

lendrizhetd, hogy a stirliségfliggvény in-
tegralja 1-et ad:

0 oo 0
[ £, (y)dy = p[me™dy+q [n,e™dy =1 (21)
e 0 —o

Az egyszertliség kedvéért szimmetrikus
stirdségfiiggvénnyel dolgozunk, azaz:

pugmflanen=mn

Tovabbi feltevés, hogy W, N,, valamint
Y; egymastol fiiggetlen folyamatok.
Tl —1V—1), vagy roviden Z, ssze-
tett Poisson folyamat.

Z, nem martingal, mivel varhato értéke
nem nulla. Jeloljiik tovabba az atlagos ug-
rasnagysagot z = E[V]-1-vel. Belathato,
hogy dMt = Zt-1z martingal. Ha az ugras-
nagysag a mar emlitett dupla exponencialis
eloszlast koveti, akkor z a kovetkezd lesz:

¢ = fert, (pay-1= Py 91y

22
Th—l le"'l ( )

A kompenzatort az SDE-be behelyette-
sitve a kovetkezOket kapjuk:

as, _
S(t)

l N, (23)
k(a—InS, —?g)dt+0'dWI +d) (v, -1)

Cikkiinkben a tovabbiakban az eurdpai
put opcid bedrazasara szoritkozunk: ez a
kifizetési fliggvény korlatossaga miatt
numerikusan sokkal egyszertibb feladat,
mint a call opci6 arazasa. Megjegyezziik,
hogy numerikus kisérleteinkbdl azt a ko-
vetkeztetést vontuk le, hogy az altalunk al-
kalmazott Fourier-sorfejtés call opciokra is
jol alkalmazhat6. A kovetkezOkben a |, li-
nedris” artartomany helyett a logaritmikus
artartoméanyban oldjuk meg PIDE-nket, a
logaritmikus transzformacioval ugyanis a
Black-Scholes (BS) egyenlet (ugrasi tag
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hidnyaban) egy konvektiv tagot is tartal-
mazod hdévezetési egyenletté alakithato,
amely egyike a legegyszer(ibb parabolikus
PDE-knek [Simo83]. A Cauchy feladat
(esetiinkben a kezdeti érték feladat helyett
,végérték-feladat™) tehat:

X, =In§, (24)
o =a-t O (25)
K
2
a—W+1<(oc*—x)a—l’/+102a—vzl—
ot ox 2 X
- (26)
— 2y +A [y (y, 0, (y-x)dy =0
a kovetkezo végfeltétellel:
1-e* x<0
W(xtlt) t=T —{ 0 x>0 27)

ahol <<..OLE Obj..>> a logaritmikus
transzformacio miatt kiillonbozik o-tol. Ha
az id6koordinatat a kovetkezéképpen ska-
lazzuk at: t= Tt [vagyis %:]%s bevezet-
jik az alabbi jeloléseket az elliptikus diffe-
rencialoperatorra és a konvoluciora:

dy 1

* 9
Ly(X,,t) =kt -xt)&ﬁoza—;’z’—w (28)

Ky(X, D=1 [y0.0, (y-dy  (29)

akkor a megoldand6 PIDE az alabbi lesz
a fent megadott kezdeti feltétellel:
(L+ K)w(Xt,t)+z—Z]=0 (30)

A figyelmes olvaso észreveheti, hogy ha

a transzformalt PIDE-t a transzformalt BS

egyenlettel Osszehasonlitjuk, akkor az
elébbibdl ,hianyzik” egy —rv(x, f) tag. Ez

az ekvivalens mértékek egyértelmtiségre
vezethetd vissza. Mint ismeretes, a deriva-
tivok értékelése nem az ,,arfolyam idésora-
bol levezethetd”, tn. obejkiv P, hanem egy
kockazatsemleges Q mérték alatt torténik
[Bjor98]. Ez a Q mérték akkor allithato eld
egyértelmiien, ha az SDE egy zajforrast
[pl. Brown mozgast vagy Poisson-ugrast]
tartalmaz igy Osszeallithat6 a szarmazakos
termékbdl, kockazatmentes allamkotvény-
b6l és a mogottes termékbol egy kockazat-
mentes portfolid. A portfolid dsszeallitdsa
megkoveteli, hogy a mogottes termék ta-
rolhato legyen (pl. értékpapirszamlan). Ha
a részvényeket GBM-mel modellezzik,
akkor a Q mérték egyértelmd: alatta a
folyamat driftet leird tagja »Sdt lesz, ebbdl
kovetkezik a fent emlitett —y(x, #) tag.
A spot termékre vonatkoz6 opci6 értékelé-
s¢hez nem all rendelkezésre egyértelmi
kockazatsemleges Q mérték: egyrészt,
mert modelliinkben két zajforras van (a
GBM ¢és a tdle fiiggetlen Poisson-féle ug-
réfolyamat) masrészt, mert az elektromos
energia nem tarolhato, igy felhasznalasaval
kockazatmentes portfolio sem allithato eld.
Az irodalomban tobbféle eljarast is leirnak
a ,,lehet6 legjobb” Q mérték meghataroza-
sara. Ezek kozil [Mert76] és [Barz99]
gondolatmenetét ismertetjiik. Merton felte-
szi, hogy az ugrasok kockazata diverzifi-
kalhato, ezért — feltevése szerint — nullanak
tekinthetd. Barz ezzel szemben hasznossa-
gi fliggvényen alapuld elemzést publikal,
melyben felteszi, hogy a piaci szerepldk
kockazatkeriilése hatarozza meg a keresett
Q mértéket. Errol [LewiO1]-ben részlete-
sen is olvashatunk. Mivel nincs kockazat-
mentes portfolio, igy a portfolid hozama-
nak legalabb a tartasi koltségeket (cost of



2003. MASODIK EVFOLYAM 2. SZAM 53

carry) el kell érnie. Mivel a tartasi koltsé-
gek (vagy az alternativ befektetések hoza-
ma) szamos esetben nem, vagy csak onké-
nyesen hatarozhatok meg, igy ezt az egy-
szeriség kedvéért nullanak vettiik. A PIDE
megoldasanak technikdja azonban valto-
zatlan, ha a cost-of-carry-t nullatol kiilon-
bozonek valasztjuk. A cost of carry nul-
lanak vétele azt eredményezi, hogy a
diszkontfaktor egy lesz. Ez a numerikus
példainkbdl is lathatd: a put opicod értéke
egyhez tart, mid6n x tart a —¥-hez.

A PARCIALIS INTEGRO-DIFFERENCIAL
EGYENLET SZEMIANALITIKUS
MEGOLDASA

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a
PIDE megodasat. A megoldas egyértelmii
([Simo83]):

2. tétel. Ha y(x,49 egy parabolikus diffe-
rencialoperator megoldasa és kielégiti a
kezdeti feltételeket, akkor ez a megoldas
egyértelmil.

Ky (X.,7) = LG AD-X.B() j‘e(n—B(r))ydy +]:e(”*B(T”ydy] _ M
—o0 0

(29) x szerinti parcialis els6 és masodik
derivaltjai a kovetkezdk lesznek:

y
o = BEwX.7) (33)
IV _ oo
aX2 - B (T)W(Xrir) (34)
_3A(T)_ * 1 20
y(X.,T) o ko B(1)+ 20 B (D) +——F— B

n?

1. propozicio. A PIDE megoldasara a ko-
vetkezo Ansatz-ot alkalmazzuk:

A(1)-X,B(1)

WX, 1) =e 31)
Barz nem utal ra, hogy e propozicié mibdl
kovetkezik: véleménylink szerint ezt a
propozicid a PIDE Lie-féle szimmetria
félcsoportjainak vizsgalatabol adodik.
Problémat jelent, hogy a PIDE megoldasa
C¥ fiiggvényosztalyba, mig a plain vanil-
la opciok kifizetési fliggvénye (igy a
PIDE kezdeti feltétele) C0 fiiggvényosz-
talyba tartozik (a strike arnal a kifizetési
fiiggvény nem differencialhato). Ez nem
jelent problémat, ha a PIDE differencial-
operatoranak meg tudjuk hatarozni a fun-
damentalis megoldasat. Mivel mi a kovet-
kez6kben a megoldast Fourier sor alakja-
ban keressiik, igy a Fourier-sor a strike ar-
nal nem fog konvergalni.

Tekintsiik el6szor a konvolicié opera-
tort, ha a y(x, Y megoldast (29) adja meg.
Feltételezziik, hogy —h<Re(B(H)<h tehat
a konvolucié kiértékelhets. Késdbb iga-
zoljuk is a feltevésiinket.

A (32)
nz_Bz(T)w(Xr.f)

dy _[dA(r) ,, 9B(7)

5 —[ PR ]y/(x,,r) (35)

Ha (30)-t és a (31), (32), (33) parcialis
derivaltakat behelyettesitjiik a PIDE-be, a
kovetkez6t kapjuk:

dB(1)

—/l} +X,t//(X,,T)[KB(r)+] =0 (36)
7) o1
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Ez az egyenlet minden x-re igaz, azaz a két, szogletes zardjelben 1év6 tényezdnek nul-

lanak kell lenni. Ez azt jelenti, hogy

2

dA(T) . 1 An
aB(1)
KB(T)+ P 0 (38)
(36) megoldasara a kovetkezd adodik:
B(r)=qe™ (39)
7]2(72 1 2 2 KT KT
Ar) = =In(B*(r)-n")~-In(q, —ne™) - In(q, +ne™)
4c |2 (40)
. o’ y) 2
+0'B(t)-—B* (1) +—In(n’e™ -q," ) - At +q,
4k 2K
Azzal, hogy két, nem nulla fiiggvényt A0)=0 (44)

kaptunk megoldasul, a propozicio helyes-
ségét igazoltuk. Kovetkezd 1épésként a
kezdeti feltételt a PIDE megoldasai sze-
rint sorbafejtjiik. A komplex Fourier sort a
kovetkez6képpen definialjuk:

27X

ST
ahol is
1 L2 2,
Cy =T [ f(e t dx 42)
-L/2

A Fourier sor egyértelm( és egyenlete-
sen konvergens. Ha ¢,-t [L.(37)] tiszta
képzetesnek valasztjuk:

2m

gy (n) =——i (43)
L

akkor a Fourier-sorfejtés az Ansatz fiigg-
vények segitségével elvégezhets. ¢,-t a
kovetkezg feltétel érvényesitésével hata-
rozhatjuk meg:

Ez az (29) Ansatz komplex értéki fazisat
t= 0-nal nullaval teszi egyenl6vé. (29),
(37) és (42) segitségével a kovetkezot
kapjuk:

V(X Q)= (45)
A megoldas sor alakjaban a kovetkezd
lesz:

oo

Y(X.7) = Yy, (X,,7)

N=—co

(46)

A szuperpozicio tételét felhasznalva
(mind a differencial- mind a konvolicio
operatora linearis) y(x,1 kielégiti a PIDE-
t, (mivel a tagok egyenként kielégitik). A
sor eldallitasabol kovetkez6en a megoldas
a kezdeti feltételt is kielégiti, igy valoban
megoldasa a Cauchy feladatnak. Az
egyiitthatok a kovetkezdk lesznek:



2003. MASODIK EVFOLYAM 2. SZAM 55

1 1] 1 1
c. =— x,0 eql(n)xdx - _efql(n)LIZ _ef(lﬂh(n))L/Z 4
' L_LJ/ZW”( ) L ql(n)(l }1+q1(n>¢ ) 47

A megoldas 4 id6szinten az abran lat-
hat6, a kovetkezd paraméterek mellett:
h=11,k=0.26, s=0.050, a = 3.33, 1=
200. Megjegyezziik, hogy 1t a hosszu ta-
v put opcid értékekhez kalibraltuk.

PARAMETERBECSLES

A fenti modell 6t paramétert tartalmaz : a-
t, st h-t, k-t és 1t. Ebben a fejezetben is-
mertetjilk az altalunk alkalmazott mod-
szert ezen paramétereknek az objektiv P
valoszintiségi mérték alatt torténd megha-
tdrozasara.

= Kiilonb6z6 paraméterbecslési mod-
szerek

Az irodalomban tobb paraméterbecslési
modszert talalhatunk. A statisztikusok, ha-
tékonysaga miatt, a maximum likelihood
(ML) modszert részesitik elonyben. Barz
[Barz99] is ezt a modszert hasznalja, hogy
az ugrd diffuziés modell paramétereit
megbecsiilje. Az ML-modszer ez esetben
6t nemlinearis egyenletet eredményez,
amelyek megoldasai adjak a paraméterek
értékeit. A nemlineéris egyenleteket itera-
cioval oldja meg. Mi nem ezt a modszert
alkalmazzuk, mivel egyrészt a modszer in-
verz Fourier transzformaciot tesz sziiksé-
gessé, (amelyet csak numerikusan Iehet ér-
tékelni) masrészt a likelihood fliiggvénynek
tobb lokalis minimuma van, igy a megol-
das meghatarozasa az iteracio idGigényes-
sége miatt még nehézkesebb. Ezért inkabb

a karakterisztikus fiiggvény modszert ré-
szesitjiik elényben, mint [Jian00], aki egy,
a tobbdimenzios karakterisztikus fliggvé-
nyeken alapuld modszert ismertet, vagy
[Sing01], aki pedig egydimenzios feltéte-
les karakterisztikus fliggvényt hasznal. E
modszerekben az a kozos, hogy meghata-
rozzak a tapasztalati karakterisztikus fligg-
vényt, amelyre az elméleti karakterisztikus
fiiggvényt illesztik. Ez a modszer sokban
hasonlit a Momentumok Modszerére
(Method of Moments, MoM). A MoM se-
gitségével az els6 momentumok [esetiink-
ben 6t] illeszthet6k a mintabdl szamitott
momentumokhoz. Ebben a fejezetben az
empirikus karakterisztikus fliggvény mod-
szert alkalmazzuk a SDE-ben szerepld pa-
raméterek meghatarozasahoz.

= Elméleti karakterisztikus fiiggvény
1. definicid. Az X karakterisztikus fiigg-
vényét a kovetkezoképpen definialjuk:

o(X, t,T,K)=EE€™ |X,) (48)

Az opcidarazassal valo kapcsolat vila-
gos, ha a backward Kolmogorov egyenle-
tet tekintjiik:

(L+ KX, T )+ LT (49)

ahol L-t és K-t fent definialtuk. A karakte-
risztikus fiiggvény kielégiti a kovetkezd
kezdeti érték feltételt:

¢(X:, T,T.k) =exp(ikX;)  (50)
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4. abra

A Fourier sorfejtéssel kiszamitott opcio ar (a) kiilonb6zo x
(b) kiilonb6z6 idészinteken

vagyis a karakterisztikus fiiggvénynek
ugyanazt az integro-differencial egyenle-
tet kell kielégiteniiik, amelyet az opcio-
araknak. Ezért (29) Ansatz megoldas itt is
hasznalhat6. Az Ansatz fliggvény formaja
a Lie-féle félcsoport elemzésbdl adodik
[Olve00], és mar [Hest93] és [Duff00] is
hasznalta az affin diffuziés modell megol-
désanal.

InS

2. propozicio. A karakterisztikus fiigg-
vényt a kovetkezo formaban keressiik:

O(X 1T .K) =exp(A(t) - X,B()) (51)

Az ismeretlen B(t) és A(t) fiiggvényeket
rendre (37) és (38) szolgaltatjak.

Osszefoglalva: (47), (48) és (49) fel-
hasznalasaval az alabbi karakterisztikus
fiiggvény adodik:

(X, .T,K) = exp(A(t) +ik[(X, — o' )e T +a']) (52)

ahol ”
o

Alty=——

® 4k

Ellendrizziik le, hogy a karakteriszti-
kus fliggvény korrespondens-e¢ a Geomet-
riai Brown Mozgas (GBM) karakteriszti-
kus fiiggvényével.

(46)-bol kovetkezik, hogy a karakte-
risztikus fliggvény k = 0-nal

o(X,1T.0)=1 (54)

(e—ZK(T—l) _1)+2i|in(n2e2K(T-l) + k2)_ |n(n2 + kz)]— l(T —t) (53)
K

k =0 esetén A(t) = 0-t kapunk és (50) 1
lesz.

A (h,) =0 specilis eset éppen a GBM-
nek felel meg, amelyet X" vel jelliink.
Mivel X" normalis eloszlast kdvet, a var-
hato értéke és szorasa egyértelmiien meg-
hatarozza:
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2 55
00T )] i) o
A varhat6 érték meghatarozasara [Bjor98, lemma 3.15, 4.3]-t hasznaltuk:
E Xf“)= X, —a)e™ "y’ (56)
2
var(X" )= ;— (—e>T0) (7)
K

(53), (54) és (55) ugyanazt az eredményt adja, mint (50):

2.2

ko
PX T K| 1y = exp(— >

ﬁ_e_zyc(T—t))_F Ik[(xt _a*)e—K(T—l) +a*]] (58)

Az utolsoé specialis eset, ha (k,a,8) = 0, vagyis egy tisztdn ugrasokbdl allé folyama-
tunk van, melyet X,?-vel jeloliink. A Lévy-Hincsin formula alapjan [Bert96]:

IXUT K)o ay0 = exp( j/l(T —t)(e"" -1 f, (m)dm] (59)
ahol fy(m) az ugrasok eloszlasa. Ha p = ¢ = 1/2 és h=h, = h,, akkor az alabbi eredmény-
re jutunk: ,

AT —t)k
OXGET K)o oy0 = eXF{— nz_l_kzj (60)

amelyet a I’Hospital szabaly alkalmazasa-
val (50)-bdl is megkaphatunk.

= Empirikus karakterisztikus fiiggvény

Az empirikus karakterisztikus fiigg-
vényt az APX 2001. januar és 2002. julius
kozotti napi atlagos értékei segitségével
allitottuk el6. A paraméterbecsléshez
sziikségiink lesz a SDE diszkretizalt val-
tozatara is: Dt = 1 napot feltételezve ez a
kovetkezd lesz:

E(dX,)=x(a - X,)dt (61)

ahonnan linearis regresszio segitségével
becsiilhetjiik k-t €s a#-t.

k ismeretében eldallithatjuk az empiri-
kus stirliségfiiggvényt, majd ennek a
Fourier transzformaltjat véve megkapjuk
az empirikus karakterisztikus fiiggvényt.
st, h-t és 1t a legkisebb négyzetek mod-
szere segitségével a Matlab programcso-
magban talalhaté Nelder-Meade szimplex
algoritmus felhasznaldsaval hataroztuk
meg.

Az 5. abra a tapasztalati és elméleti ka-
rakterisztikus fiiggvények valos és képze-
tes részeit abrazolja.
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5. abra

A karakterisztikus fiiggvény abszolut értéke:
(o) empirikus (+) elméleti karakterisztikus fiiggvény

-_
oy
]
OSSZEFOGLALAS

Cikkiinkben ismertettiik az energiapiac sa-
jatossagait. A sztochasztikus differencal-
szamitas elméletébe vald rovid bevezetés
utan eljarast adtunk az eurdpai put opcid
spot arfolyamok alapjan torténd arazasara,
illetve az SDE-ben talalhat6 ismeretlen pa-
raméterek megbecslésére, ha az SDE zaj-
forrasait egy Geometriai Brown-mozgas,
illetve egy olyan Poisson-folyamat alkotja,
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